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Avant-propos 


Cet ouvrage a pour vocation de vous faire comprendre la physique par le biais de ses 
concepts fondamentaux. Il présente les bases élémentaires de la mécanique de Newton 
avec une approche centrée sur la maîtrise des concepts élémentaires, en ne sacrifiant 
rien à la rigueur mathématique. Ainsi, le lecteur trouvera dans cet ouvrage du cours 
et du discours. Ce discours a pour objectif de nouer du lien entre les concepts. Pour 
aider encore plus le lecteur à donner du sens à ces liens, cet ouvrage contient un certain 
nombre de quiz, qui apparaissent au fil du cours au moment précis où il est pertinent de 
se «challenger » sur le concept qui vient d’être développé. Ces quiz ne sont pas destinés 
à vérifier que vous connaissez votre cours, ils sont là pour vous aider à comprendre. 
Aünsi, pour utiliser pleinement ce livre, il vous faut faire l’effort de répondre à ces quiz 

au fil des pages, en prenant à chaque fois le temps nécessaire de la réflexion. 
La connaissance s’acquiert par l'expérience, tout le reste n’est que de l’information. 
Albert Einstein 


Une mauvaise réponse à ces quiz est sûrement le signe d’une compréhension partielle 
de la partie traitée. Avant de poursuivre la lecture d’un chapitre, assurez-vous d’arriver 
à répondre correctement aux quiz. Vous pouvez les retrouver (et plein d’autres encore), 
accompagnés de la bonne réponse, d’une explication détaillée et de retours personnalisés 
sur votre réponse, sur la plateforme pédagogique Adele, 


https://my-adele.fr 


Cette plateforme constitue un accompagnement en ligne de cet ouvrage. Vous y trou- 
verez également un forum permettant d’y déposer votre propre justification à chaque 
question, ainsi que consulter et noter les justifications des autres lecteurs. 

Pour vous connecter à ces ressources, vous devez vous créer un compte (possibilité 
d’utiliser un compte google), puis rejoindre le cours n°9142. Pour cela, rendez-vous sur 
la page Mes cours, accessible via le menu de gauche, puis cliquez sur « + Rejoindre un 
COUS ». 

Ce livre ne se résume donc pas à un simple cours de physique pour étudiant pressé. 
Cependant, le lecteur qui souhaite avoir un aperçu rapide des « formules à retenir » peut 
se référer à la dernière section de chaque partie, qui synthétise les formules à connaître 
par cœur et celles à savoir retrouver rapidement. 


Enfin, ce livre a plusieurs grilles de lecture. Le corps du texte présente les concepts 
qui sont accompagnés des quiz. Les focus sont des remarques importantes à lire, même 
en première lecture. Les encarts sont des remarques qui peuvent être sautées en première 
lecture, et qui font des ponts entre les concepts abordés et d’autres concepts plus élaborés 
de la physique (non nécessairement traités dans cet ouvrage). Enfin, les notes de bas de 
page peuvent être sautées, elles contiennent des remarques accessoires, le plus souvent 
destinées aux lecteurs avertis qui souhaitent en savoir encore plus (éclairage historique, 
anecdotes etc.). 
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Introduction 


e Faire la différence entre dimension et unité. 

e Savoir utiliser l'analyse dimensionnelle pour : 
— vérifier l'homogénéité d'un résultat ; 
— déterminer la dimension d'une grandeur intervenant dans une relation; 
— déterminer une loi si on donne les grandeurs pertinentes à considérer ; 
— construire des lois d'échelle simples. 


e Connaître et savoir estimer des ordres de grandeurs macroscopiques et microscopiques, 
éventuellement à partir d'une analyse dimensionnelle. 


e Connaître et savoir exploiter l'expression des forces gravitationnelles et de Coulomb. 


PCLELLE ELLE TEE EEE CEECEEEL EEE EE EETEECCEECEEC CENTS 


e Connaître les ordres de grandeurs macroscopiques et microscopiques relevant du 








programme du secondaire. 
e Maîtriser la manipulation des puissances de 10 et les calculs algébriques de base. 
e Maîtriser les changements d'unités. 
e Savoir résoudre un système linéaire de N équations à N inconnues. 


e Connaître et savoir utiliser le produit vectoriel (direction, sens, norme). 


PLLELELELE LES TELLE EEE TE TELE EE TE LELES 


CCEPEPE EEE TE CELL EEE TELE LEE EE TEL EEE TE TETE TELE EST ELE TELE ES TELE E EEE EE TE TELE EE TETE LE TETE SEE TELE LEE EEE TELLE EEE ELELE CET EE EE TETE EE EE TRS 


Chapitre 1. Analyse dimensionnelle 


1. Dimension et unité 
2. Analyse dimensionnelle 
Chapitre 2. Constantes et interactions fondamentales 


1. Constantes fondamentales 


2. Interactions fondamentales 


RELLLECCEEEEECECEE EEE CEE EEE EEE EEE EEE EEE 
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Partie | + Introduction 


Qu'est-ce que la physique ? 


La nature, telle qu’on l’observe, semble respecter des « règles ». Par exemple, lorsqu'on 
lâche plusieurs fois un même objet de la même façon, cet objet tombe toujours de façon 
identique, comme s’il avait respecté une règle de la nature! . Selon Einstein, ces règles 
sont si fondamentales que penser qu’elles n’existent pas relève de la folie : « La folie, 
c’est de faire toujours la même chose et de s’attendre à un résultat différent. » La phy- 
sique consiste à identifier ces règles?"*. Plus l'Homme découvre et identifie les règles 
qui régissent la nature, plus il acquiert une certaine forme de contrôle sur elle. C’est 
cette démarche qui a sorti nos ancêtres des grottes froides et dangereuses et nous fournit 


notre confort actuel. Notre société doit ainsi beaucoup au travail des physiciens“. 


Pour autant, il n’existe pas de théorie physique « vraie », mais seulement des théories 
dont on n’a pas encore montré qu’elles étaient fausses. Une représentation (= une théo- 
rie) en remplace une autre lors d’un changement de paradigme”. Ainsi, la physique ne 
prétend pas détenir une quelconque vérité et encore moins fournir de raison au pourquoi 
les choses se passent comme elles se passent®. Son objectif se résume à concevoir une 
représentation du monde (par le biais de lois mathématiques) qui rend compte, le plus 
simplement possible, de ces règles de la nature auxquelles nous accédons via l’expé- 
rience. Ainsi, le critère de « vérité » en science est le raisonnement et l'expérience’. En 
particulier, les règles de la nature n’étant accessibles que par l’expérience, une théorie 
physique n’est acceptable que si elle peut être falsifiée par une expérience, c’est-à-dire 
si la théorie fait des prédictions testables®. Lorsque deux théories rendent compte de la 





1. Selon Étienne Klein, philosophe et scientifique français, c’est le fait que la nature possède beaucoup 
de symétries (invariance par translation dans l’espace, le temps, par rotation, etc.), que des « règles » 
simples peuvent exister et ainsi être objectivées par les mathématiques. Pour Voltaire, l’existence de 
ces règles simples, et donc de cet ordre, est la preuve de l’existence de Dieu ! Il formulera à ce propos 


sa célèbre phrase « c’est à l’horloge que l’on reconnaît l’horloger ». 
2. Bien sûr, la physique ne fournit qu’une connaissance approchée de ces régularités de la nature. 
3. Primo Levy, chimiste italien qui fut envoyé à Auschwitz, a dit que ce qui l’a sauvé c’est la science, 


car elle n’est pas manipulable. Il faut comprendre que les lois de la physique, c’est-à-dire les régularités 


de la nature, ne peuvent pas être modifiées par l’ Homme. 
4. On dit parfois que la moitié du PIB mondial actuel découle directement des découvertes de la 


mécanique quantique. 
5. Voir le livre de Thomas Kuhn, La structure des révolutions scientifiques, pour une définition d’un 


paradigme en science. 
6. Il s’agit du postulat d’objectivité de Descartes, selon lequel la nature est objective et non pas projec- 


tive. Il faut comprendre de ce postulat que la nature n’a pas de projet, de dessein ou de finalité. Aïnsi, 
la science proscrit la recherche des causes finales. Selon Spinoza, « la régression infinie des causes [la 
chaîne des « pourquoi ? »], qui amène à Dieu, est l’asile de l’ignorance ». 

7. Au contraire de la religion, dont la vérité est l’autorité (la consultation des livres), comme le dit 
Blaise Pascal. 

8. En ce sens, certaines théories physiques modernes comme la théorie des cordes échappent à ce 


principe. 
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Partie | + Introduction 


même façon des observations, la théorie la plus « simple » est privilégiée (principe du 
«rasoir d’Ockham »!). 


Plus vous découvrirez les richesses des lois de la physique, plus vous ferez des ponts 
entre différents domaines et comprendrez la profondeur des concepts. Vous toucherez 
alors à la beauté de la physique. Comme le disait d’ailleurs Marie Curie : « Je suis de 
ceux qui pense que la science a une grande beauté. » 


Les anges de Feynman 


Du temps de Kepler, Feynman raconte, dans son livre La nature de la physique, 
que certains scientifiques soutenaient que les planètes étaient poussées, sur leur 
orbite, par des anges battant des ailes. La révolution newtonienne à consisté à 
remplacer ces anges par une force à distance qui agit de façon radiale (que vous 
connaissez bien, c'est la loi de la gravitation). Si on y réfléchit bien, et en étant 
un brin cynique, la seule différence est que « les anges ont une autre position et 
battent des ailes vers l'intérieur de l'orbite ». Et pourtant, la théorie de Newton a 
permis un bond considérable dans notre façon d'appréhender les lois de la gra- 
vitation. C'est seulement la théorie de la relativité générale d'Einstein qui s'est 
débarrassée définitivement de ces anges; vous verrez en effet plus tard dans vos 
études qu'au fond il n'existe pas de force gravitationnelle, mais seulement une 
courbure de l'espace-temps. La théorie d'Einstein est plus « simple » que celle 
de Newton, bien que les calculs soient plus ardus à mener. 





Newton 





_ CS 


\ Terre 1 





1. Principe attribué au philosophe franciscain Guillaume d’Ockham (XIV* siècle), bien que connu des 
Grecs comme Aristote. Il s’énonce ainsi :« Les multiples ne doivent pas être utilisés sans nécessité. » 
En gros, pourquoi faire compliqué quand on peut faire simple. On trouve aussi l’orthographe « rasoir 
d’Occam ». 
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Invariance par translation dans le temps 


Les lois que vous allez étudier dans ce livre sont supposées être les mêmes 
aujourd'hui, dans le passé et dans le futur. On dit qu'elles sont invariantes 
par translation dans le temps. Cependant, il n'est pas inconcevable que les 
«règles » de la nature dépendent finalement du temps. De nombreuses ex- 
périences consistent précisément à tester si les lois de la physique étaient les 
mêmes dans un passé très reculé. Aucune variation des lois (et donc des règles 
de la nature) n'a pour le moment été identifiée. Il faut noter cependant qu'une 
dépendance temporelle des lois de la physique pourrait s'expliquer dans le 
cadre d'une théorie plus vaste, qui elle-même ne dépend pas du temps!. 


Comment renforcer une théorie en voulant la réfuter 


Parfois, c'est en imaginant une expérience falsifiant une théorie qu'au contraire 
on la renforce énormément. C'est le cas par exemple avec la tâche de Poisson 
(appelée plutôt tâche de Fresnel), pensée comme une expérience « cruciale », 
que Siméon Denis Poisson avait envisagé pour démontrer l'aspect corpuscu- 
laire de la lumière (au détriment de l'aspect ondulatoire, soutenu par Fresnel). 
La prédiction de l'optique ondulatoire est que l'ombre portée derrière un disque 
circulaire doit posséder une tâche lumineuse au centre ! Ce résultat est tout à fait 
surprenant et a été mis en avant par Poisson pour réfuter la théorie ondulatoire. 
En effet, comme cette tâche, difficile à observer, n'avait pas été observée’, Pois- 
son en déduisit que la nature ondulatoire de la lumière était une théorie erronée. 
Mais il se trouve qu'Arago, qui a fait l'expérience soigneusement, a mis en évi- 
dence cette tâche, et ainsi convaincu la communauté scientifique de l'époque 
que la lumière était bien une onde. 


Quel est le rôle des mathématiques ? 


Le rôle des mathématiques dans la physique est essentiel. Selon Jean-Marc Levy- 
Leblond (chercheur français de l’université de Nice), les mathématiques sont bien plus 
qu’un outil pour la physique : les mathématiques sont fusionnées dans la physique. Il 
va même jusqu’à dire que l’«on ne peut pas penser la physique sans passer par (pen- 
ser par) les mathématiques ». Ainsi, par exemple, la vitesse ne devient un concept de 
la physique qu’à partir du moment où l’on est capable de lui donner une expression, 





1. Ainsi, si on trouve un jour une dépendance temporelle à la constante de gravitation G, cela pourrait 
s’expliquer par une théorie plus large, comme la théorie de Brans-Dicke, dont les lois ne dépendent pas 


du temps, mais qui prédit que G n’est plus une constante fondamentale mais une variable dynamique. 
2. En fait, elle avait déjà été observée un siècle auparavant, mais son observation, en l’absence de 


cadre théorique pour l’expliquer, était tombée dans l’oubli. 
3. Aujourd’hui, on sait que la lumière est composée de photons, dont les caractéristiques se rap- 


prochent dans certaines situations de celles d’une onde et dans d’autres situations de celles d’une 
particule. Aïnsi, le photon n’est ni une particule, ni une onde, et ni même les deux à la fois : un photon 
est un photon et n’est pas réductible à la somme de deux autres concepts. 
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donc une formulation mathématique. Sans aller jusqu’à cet extrême, il faut retenir que 
les mathématiques jouent un rôle majeur comme outil mais aussi comme véhicule de la 
pensée. 


L'efficacité déraisonable des mathématiques 


Le physicien théoricien hongrois Eugène Wigner disait du rêle des mathé- 
matiques en physique : «the unreasonable effectiveness of mathematics ». 
Selon J.-M. Levy-Leblond, la physique est précisément le domaine où les mathé- 
matiques ont une efficacité déraisonable, pour reprendre les mots de Wigner. 


Cependant, les mathématiques ne peuvent pas tout. En effet, un système physique est 
souvent bien trop compliqué pour pouvoir être traité de façon exacte par les mathéma- 
tiques. Lorsque l’objet est compliqué, c’est souvent un autre champ des sciences que 
la physique qui s’ouvre alors (chimie, biologie, économie, etc.), possédant ses propres 
problématiques et ses propres méthodes d’analyses. Aïnsi, un problème physique com- 
mence toujours par un dégrossissement, qui permet de ramener le problème initial à un 
problème simplifié, voire idéalisé. C’est l’étape de modélisation. Cette étape est fonda- 
mentale et représente le travail le plus difficile du physicien. Elle permet de ramener la 
situation étudiée vers un cadre où l’efficacité des mathématiques peut pleinement se dé- 
ployer. En revanche, sur un problème trop compliqué, les mathématiques sont beaucoup 
moins efficaces. Un exemple pour bien comprendre, emprunté à J.M. Levy-Leblond! : 
considérons une personne qui cherche à couper un arbre. Si elle utilise un scalpel, c’est 
très précis (comme les mathématiques), mais elle n’arrivera pas au bout de l’arbre (dans 
un temps raisonable). Le scalpel n’est efficace que sur des morceaux d’objets déjà ré- 
duits et soigneusement nettoyés. De la même façon, les mathématiques ne sont efficaces 
qu'après que les physiciens ont opéré une modélisation. 

Dans la vision précédente, le champ de la physique grandit avec le temps, au fur 
et à mesure que l’on est capable de modéliser et de réduire un concept de telle sorte 
qu'il soit mathématisable. Par exemple, les phénomènes électrique et magnétique ont été 
mathématisés par Maxwell au XIX® siècle, alors même que les scientifiques de l’époque 
ne les pensaient pas possibles?. 


Pour toutes les raisons évoquées précédemment, vous trouverez dans ce cours un 
corpus de langage mathématique qui vous permettra de faire tourner et d’articuler entre 





1. Voir l'interview de J.-M. Levy-Leblond sur : 


https://www.cairn.info/revue-rue-descartes-2012-2-page-62.htm 
2. Delambre disait en 1810 : « Tout ce qui concerne la lumière, la pesanteur, le mouvement et le choc 


des corps est aujourd’hui presque uniquement du ressort de la géométrie [...]. On a même tenté de 
soumettre au calcul les phénomènes de magnétisme et d’électricité. » Cela montre qu’à l’époque, ces 
phénomènes électromagnétiques n’étaient pas encore mathématisés, donc les physiciens ne les avaient 
pas encore « digérés ». 


Partie | + Introduction 


eux les différents concepts qui seront abordés. Quand vous aurez assimilé ce langage 
mathématique, vous réaliserez qu’en quelque sorte les mathématiques peuvent penser 
pour vous ! Elles apparaîtront alors comme un moyen de transport de la pensée qui vous 
permettra d’aller plus loin. Bien sûr, il ne faudra pas s’en remettre aveuglement aux 
mathématiques, le physicien devant rester vigilant et garder un regard critique sur sa 
modélisation. Par ailleurs, comme le dit René Thom!, « prédire n’est pas expliquer », 
donc les mathématiques s’arrêtent quand le physicien doit faire parler son résultat ou sa 
théorie. Par exemple, certains physiciens essaient actuellement de reconstruire entière- 
ment la mécanique quantique à partir de nouveaux postulats pour lui donner une autre 
interprétation, bien que les équations soient in fine les mêmes et donc font les mêmes 
prédictions’. Terminons cette partie par une citation d’Einstein qui résume la différence 
entre la physique et les mathématiques. 


As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain ; and as far as 
they are certain, they do not refer to reality. 


À. Einstein 





1. René Thom est un mathématicien français ayant eu la médaille Fields (l’équivalent du prix Nobel 


pour les mathématiques) pour sa « théorie des catastrophes ». 
2. Voirun article du magazine en ligne « Quanta », https://www.quantamagazine.org/quantum-theory- 


rebuilt-from-simple-physical-principles-20170830/ 
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Analyse dimensionnelle 


L'analyse dimensionnelle est un des outils les plus simples et dans le même temps 
les plus puissants à la disposition du physicien lorsqu'il aborde un problème nou- 
veau. L'analyse dimensionnelle permet souvent de déterminer qualitativement comment 
évolue une grandeur en fonction d’autres grandeurs pertinentes. Surtout, une analyse di- 
mensionnelle permet de vérifier qu’un résultat trouvé n’est pas violemment faux, ce qui 
est une heuristique de contrôle très utile pour tout scientifique. 


Enfin, une analyse dimensionnelle est souvent un outil performant pour estimer des 
ordres de grandeurs, et cela est utile pour tout citoyen soumis au flot d’informations 
incessants qu’il faut savoir traiter avec un esprit critique. 


ED Dimension et unité 





« On se retrouve dans 3.» Cette phrase n’a en soit pas beaucoup de sens si on n’a pas 
précisé de 3 quoi il s’agissait, c’est-à-dire l’unité. Ici, il peut s’agir de 3 heures, 3 minutes, 
voire 3 kilomètres ! Les heures et les minutes sont des unités de même nature, mais 
d’une nature différente des kilomètres. La caractéristique que partagent deux grandeurs 
de même nature, c’est-à-dire que l’on peut comparer, s’appelle la dimension. Comparer 
signifie être capable de savoir si l’une des grandeurs est plus grande ou plus petite que 
l’autre (nécessité d’une relation d’ordre) — par exemple 1 minute c’est plus petit que 
1 heure. Ainsi, on peut ajouter (ou soustraire) deux grandeurs de même dimension. À 
contrario, il est insensé d’ajouter deux grandeurs de dimensions différentes, comme des 
kilogrammes et des mètres par exemple! 

La physique étant une science expérimentale, elle est basée sur la mesure de certaines 
grandeurs. Or, mesurer une grandeur Q revient de fait à comparer cette grandeur à une 
autre grandeur Qo, de même nature (de même dimension donc), prise arbitrairement 
comme unité. Par exemple, si Q désigne la longueur d’une table, et que Q, est l’étalon 
de longueur (qui définit 1 mètre), alors si Q = 3Qo, la table mesure 3 mètres. Le résultat 
d’une mesure est constitué d’un nombre accompagné de son unité??. 





1. Cependant, il est possible de multiplier (ou diviser) des grandeurs de dimensions différentes, car 


multiplier n’est pas comparer. Par exemple, on peut construire des km/h (vitesse). 

2. Pour être complet, il faudrait rajouter l’incertitude, car aucune mesure réelle n’est parfaite, mais ce 
n’est pas le propos ici. 

3. Essayez de vous convaincre que in fine on ne peut mesurer que des grandeurs sans dimension ! Une 
mesure étant toujours un rapport Q/Qo. 


Chapitre 1 ° Analyse dimensionnelle 


La dimension d’une grandeur Q est notée avec des crochets, [Q]=dim(Q). Par 


exemple, 
[heure] = [minute] = T 


où T est la notation pour désigner la dimension du temps. Il se trouve que notre com- 
préhension de la nature repose sur un nombre restreint de dimensions fondamentales 
indépendantes, dont les symboles et les unités sont présentés dans la section suivante. 


1.1 Le système international d'unités 


Une unité doit pouvoir être réalisée, c’est-à-dire rattachée à un étalon. Par exemple, 
lorsque l’on parle de l’unité « seconde », il faut bien avoir défini ce que valait par dé- 
finition la seconde-étalon. Par ailleurs, puisqu’il peut exister plusieurs unités de même 
dimension, il peut être intéressant de fixer une unité de référence par dimension. Ce sont 
deux missions du système international (reconnu au niveau international sous l’abré- 
viation de SI!), dont le rôle est de définir un système pratique d’unités de mesure 
recommandées. Il est fondé sur un choix de sept unités et dimensions de base, indé- 
pendantes entre elles du point de vue de leur dimension? (les autres s’en déduisant par 
des relations algébriques qui lient les grandeurs correspondantes, voir la section 2 de 
ce chapitre pour plus de détails). Ce système est évolutif, les unités ont souvent été re- 
définies pour être plus robustes. La dernière refonte date de 2018 et correspond à une 
modification majeure puisqu’à partir de cette date, les unités sont in fine raccrochées à 
sept constantes « fondamentales »* qui sont, elles, fixées par définition. L’énorme avan- 
tage de la nouvelle définition est qu’il ne sera plus nécessaire de redéfinir régulièrement 
les unités, au fur et à mesure de l’amélioration de la précision des expériences mé- 
trologiques. Par ailleurs, ces unités peuvent désormais toutes être « réalisées » de façon 
indépendante à chaque endroit (sur Terre et au-delà) et à chaque instant“. Les liens de dé- 
pendance entre ces sept unités, ainsi que les constantes « fondamentales » sur lesquelles 
reposent ces unités sont représentés sur la figure 1.1. 


Intuition de J.C. Maxwell 


J.C. Maxwell a été le premier, en 1870, à suggérer qu'il était nécessaire de rac- 
crocher les unités à des grandeurs qui ont le statut le plus universel possible. En 
particulier, il proposait de raccrocher l'unité de temps et de longueur à la période 
et à la longueur d'onde d'une onde électromagnétique. 





1. Voir le site du Bureau international des poids et mesures, http://www.bipm.org/fr/ 
measurement-units/ 

2. Par exemple, on ne peut pas exprimer un temps à partir des autres dimensions. 

3. En fait ces sept constantes n’ont pas toutes le statut de constante fondamentale, telle que définit dans 
la partie 1. 

4. Avant 2018, ce n’était pas le cas par exemple avec l’unité de masse, qui reposait sur le kilogramme- 
étalon. 
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lfwe wish to obtain standards of length, time and mass which shall be absolutely 
permanent, we must seek them not in the dimensions, or motion or the mass of 
our planet, but in the wavelength, the period of vibration, and absolute mass of 
these imperishable and unalterable and perfectly similar molecules. 


J.C. Maxwell 


Les dernières résolutions du Bureau internationel des poids et mesures vont dans 
le sens de la préconisation historique de Maxwell. 


1. Unité de temps [T] — la seconde (symbole s) est la durée correspondant à 
9192 631 770 périodes de la radiation correspondant à la transition entre deux ni- 
veaux de l’atome de césium 133!. Cette définition revient à fixer la fréquence de 


transition Azcs 9192631 770s-! entre deux niveaux d’énergie de l’atome Cé- 
sium. Cette fréquence a donc le statut d’une constante « fondamentale » dans le SI, 
bien que Az, ne le soit pas au sens de la section 1 du chapitre 2. Cette définition est 
universelle, dans le sens où chacun peut la reproduire chez lui car tous les atomes de 
Césium de l’Univers sont identiques’. 


Quelle est la meilleure horloge ? 


Les meilleures horloges atomiques dérivent de moins d'un dixième de picose- 
conde par jour (cela correspondraïit à moins d'une seconde sur l'âge de l'Univers). 
Cependant, cette stabilité n'est pas obtenue sur des temps très longs. Les hor- 
loges atomiques standards utilisées pour réaliser le temps atomique ont une 
précision cent fois moins bonne mais sont plus matüres. Enfin, sur le très long 
terme, les pulsars millisecondes sont encore plus réguliers. Ils sont tellement 
stables sur le long terme que cette stabilité sera à terme mise à profit pour 
détecter des ondes gravitationnelles. 


2. Unité de longueur [L]- 1e mètre (symbole n) est défini à partir de la seconde, comme 
la distance parcourue par la lumière dans le vide en 1/299 792 458s. Cette unité est 
donc raccrochée à celle de la seconde et à une constante fondamentale, la vitesse 
de la lumière dans le vide c. En effet, dans ces unités, c 299 792458 m.s_! par 
définition”. Historiquement, il existait un mètre-étalon, c’est-à-dire une barre en pla- 
tine iridié, dont la longueur était par définition égale à 1 mètre. L’inconvénient d’un 





1. C’est un choix arbitraire, mais choisi pour coller, peu ou prou, à la définition historique 1s — 


TT, des Sa: N SEE ; ; ; £ 2 he 
80 60 24 Jour, où le jour correspond à la durée nécessaire pour que le Soleil revienne à la même position 


dans le ciel. 
2. On peut néanmoins moduler un peu ce propos, car la fréquence de transition dépend en fait un peu 


de l’environnement extérieur, par le biais du champ électromagnétique ou encore de la courbure de 
l’espace-temps ! 

3. La logique de la relativité restreinte voudrait que les dimensions de temps et de longueur soient fu- 
sionnées en une seule dimension, et que l’on pose c = 1 (qui serait du coup sans unité). Les astronomes 
ont déjà implicitement presque franchi ce pas depuis longtemps puisqu'ils expriment les distances en 
année-lumière (il suffit d’enlever le mot lumière...). Par ailleurs, les distances en relativités restreinte 
et générale sont (le plus souvent) définies à l’aide de mesure de temps. 
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tel étalon matériel étant que sa longueur variait avec le temps, à cause de conta- 
minations de surface, d’effets de dilatation, etc. Par ailleurs, cet étalon n’était pas 
facilement transportable et donc peu pratique à utiliser concrètement, car il en fallait 
de nombreuses copies. 


Su 


Unité de masse [M] — le kilogramme (symbole kg) est défini ce Eu sorte que 
dans cette unité, la constante de Planck À vaille par définition RÈ 6, 626 070 15 
kg.m”.s_!. Autrement dit, cette prescription définit l’unité kg.m°.s-! (l’unité de 
l’action, voir la section 1 du chapitre 2 pour plus de détails). Mais comme on vient 
de définir le mêtre et la seconde, cela définit bien le kilogramme par la même occa- 
sion. Il reste en pratique à réaliser le kilogramme. Pour cela, il existe actuellement 
deux types d’expériences qui permettent de le faire!. Exceptionnellement, et pour 
des raisons historiques, c’est la seule unité à être définie avec un préfixe (kilo). 
Notons qu'avant 2018, le kilogramme était défini comme la masse d’un cylindre de 
platine iridié conservé au Bureau des poids et mesures à Sèvres, et la constante de 
Planck À était mesurée expérimentalement. 


__ Exercice 1.1 





1. En utilisant une relation reliant À à d’autres grandeurs, montrer que l’on peut en 
effet exprimer le kilogramme en fonction de h, de la seconde et du mètre. 

2. Le Joule (J) est une unité d’énergie. Exprimer ce que vaut 1 J en fonction des 
unités du système internationale. 








Les trois dimensions précédentes sont celles qui interviennent le plus en mécanique. 
On donne ci-dessous les autres unités et dimensions pour la culture générale et pour être 
complet. 

4. Unité de courant électrique [1] - L’ampère (symbole À) est l’intensité d’un courant 
électrique correspondant à un flux de 1/(1,602 176634 x 107 1°) charges élemen- 
taires (protons) par seconde. Cette définition fixe en fait la valeur de la charge 
élémenaire e = 1,602 176634 x 107 !° As. L'unité A.s est aussi appelée le Coulomb 
C(AC=I1ASs). 


Comparaison avec la situation d'avant 2018 


Avant 2018, l'ampère était défini comme le courant constant qui, maintenu dans 
deux conducteurs parallèles, rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire 
négligeable et placés à une distance de 1 mètre l'un de l'autre dans le vide, 
produirait entre ces deux conducteurs une force égale à 2 x 1077 Newton par 
mètre de longueur. Cette ancienne définition de l'ampère fixait en fait la valeur 





1. La première est la balance du Watt, dans laquelle la masse est reliée à la constante de Planck à 
travers la constante de Josephson K; — 2e/h, et la deuxième repose sur la technique dite XRCD (X- 
ray-cristal density). La première méthode relie le kilogramme à la charge de l’électron, tandis que la 
deuxième relie le kilogramme au nombre d’Avogadro, nécessaire dans la méthode XRCD. 
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d'une constante que vous verrez plus tard, à savoir la perméabilité du vide 1. 
Avec la nouvelle définition, c'est e qui est fixé, et 4 devient une grandeur à 
mesurer expérimentalement. 


5. Unité de température thermodynamique [@] — Le kelvin (symbole K) (Kelvin, 

kekänK) est la variation de température thermodynamique qui produit un change- 
ment de l’énergie thermique E = kg T valant 1,380 649 x 107 ** J. Cette définition 
est équivalente à fixer la valeur de la constante de Boltzman à kg € 1,380 649 x 
107% kg.m°.s_2.K-! dans cette unité!. 
Avant 2018, la définition du kelvin était la fraction 1/273,16 de la température ther- 
modynamique du point triple de l’eau. Cette définition s’appuyait sur le principe 
physique que la coexistence simultanée de l’eau sous formes solide, liquide et gaz, 
ne peut exister que pour une seule température (point triple de l’eau). 


__ Exercice 1.2 
Sur la figure 1.1, justifier la présence des flèches arrivant au kelvin, c’est-à-dire 





justifier que la définition du kelvin nécessite celle du kilogramme, du mètre, de la 








seconde et de la constante de Boltzmann. 





Les deux dernières unités que nous allons présenter ne définissent pas des dimensions 
au sens propre, mais elles font partie du système international d’unités pour des raisons 
historiques. 

6. Unité de quantité de matière [N] — La mole (symbole mo1) est par définition un 
ensemble contenant exactement 6,022 140 76 x 107 entités. Cette quantité définit 

le nombre d’Avogadro WA, qui s’écrit donc dans cette unité WA 6,022 140 76 X 

10% mol”! (il y a WA particules ou entités par mole). La mole est une unité sans 

dimension, qui a été introduite en 1971 (donc tardivement) dans le SI. Elle sert es- 

sentiellement à faire le lien entre les échelles microscopiques (l'échelle atomique) et 
les échelles macroscopiques (l'échelle humaine), c’est-à-dire à compter le nombre 
de constituants élémentaires dans un échantillon macroscopique de matière. 

La définition d’avant 2018 était la quantité de matière d’un système contenant autant 

d’entités élémentaires qu’il y a d’atomes dans 0,012 kilogramme de carbone 12. 

Autrement dit, on fixait la mole sur la masse molaire du carbone 12, et le nombre 

d’Avogadro devait être déterminé expérimentalement. Aujourd’hui c’est l’inverse, 

c’est la masse molaire du carbone 12 qui doit être déterminée expérimentalement. 





1. On voit sur cette définition que la dimension de température ne s’impose pas nécessairement à l’es- 
prit. En effet, si la température ne se manifeste physiquement qu’à travers le produit k8 T, on pourrait 
se contenter du concept d’énergie. C’est finalement le concept d’entropie (S, dont la dimension est 
celle de la constante de Boltzmann kg) qui requiert de définir une dimension de température. Cepen- 
dant, on pourrait également redéfinir l’entropie pour que celle-ci soit sans dimension, et dans ce cas la 
dimension de température © disparaîtrait complètement du champ de la physique. 
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Figure 1.1 — Interdépendance entre les unités de base du nouveau système international 
d'unités, et les constantes « fondamentales » sur lesquelles les unités sont fixées. 


7. Unité d'intensité lumineuse [J] — La candela (symbole cd) est l'intensité lumineuse, 
dans une direction donnée, d’une source qui émet un rayonnement monochromatique 
de fréquence 540 x 10!? Hertz et dont l'intensité énergétique dans cette direction 
est 1/683 Watt par stéradian!. Cette définition fixe en fait la constante K,4, qui est 
l'efficacité lumineuse pour un rayonnement monochromatique de fréquence 540 x 
10!? Hertz, à valoir 683 cd.sr.W- !. Cette définition (très complexe) est probablement 
la moins physique et la moins universelle du système international?. Par ailleurs, la 
dimension de l’intensité lumineuse n’est pas dimensionnellement indépendante (au 
sens de la définition 1.1) des cinq premières dimensions fondamentales introduites 
précédemment. 


1.2 Unités dérivées 


Au-delà des sept grandeurs de base correspondant aux sept unités de base ci-dessus, 
toutes les autres grandeurs sont des grandeurs dérivées et sont exprimées au moyen 





1. Le stéradian est l’unité d’angle solide (une généralisation de l’angle plan, défini comme le rapport 
de deux surfaces). Le Hertz est un autre nom pour l’unité s—!. 

2. Historiquement, cette unité servait à faire le lien entre des grandeurs photométriques et radiomé- 
triques. À terme, cette unité sera très probablement définie à partir d’un comptage d’un nombre de 


photons, et des unités de kilogramme, mètre et seconde. 
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d'unités dérivées, définies comme étant des produits de puissances des unités de base. 
On trouve ces relations en faisant appel à sa culture scientifique, comme vous le consta- 
terez dans les exemples ci-dessous. Par exemple, la vitesse a comme unité m.s”! car la 
vitesse est une distance divisée par une durée. On leur donne parfois des noms particu- 
liers, pour des raisons historiques ou des raisons pratiques (Joule, Watt, Hertz, Pascal, 
Volt, Ohm, etc.). 


__ Exercice 1.3 





Exprimer, dans les unités du SL, les unités dérivées suivantes : le Newton, le Watt, 
le Pascal (unité de pression), le Volt. 








Quiz 1.1 


La consommation d'énergie électrique s'exprime en 
1. kilowatt-heure : kW.h 
2. kilowatt par heure : kW/h 


3. l'un ou l'autre au choix 


Quiz 1.2 


En physique, on relie généralement l'énergie E d'une particule à sa masse m par : 
E = constante x m 


Quelle est l'unité de la constante ? 


1.J 4. ms | 
2. J.kg 5. sans unité 
3 ke 6. aucune des réponses précédentes 


1.3 Unités naturelles et changement d'unités 


Le choix d’une unité est souvent dicté par les échelles naturelles du système étudié (cf. 
plus loin la section sur les ordres de grandeurs). La tradition est de définir une unité telle 
que la valeur d’une grandeur soit de l’ordre de 1 lorsqu’elle est exprimée dans l’unité 
choisie. Par exemple, en astronomie, les distances sont exprimées en unités astrono- 
miques (symbole UA) à l’échelle du système solaire!, en années-lumière (symbole ly 
pour light-year) à l’échelle de la galaxie, et en Mpc (Mégaparsec?) à l'échelle cosmolo- 
gique. De même, les masses des étoiles sont exprimées en unités de masse solaire M, 
et non en kilogrammes (1 M, = 2 x 10*° kg). 





1. Ainsi, la Terre se situe par définition à 1 UA = 150 x 10% km du Soleil, Jupiter est à environ 5 UA 


et Neptune à environ 30 UA. 
2. Le parsec est la distance à laquelle on voit un objet transverse de longueur 1 UA sous un angle de 


1 seconde d’arc, soit 1/3600 degré. Un calcul trigonométrique simple montre que 1 pc = 3 x 10 m 
(faites ce calcul !). Pour sa cohérence avec l’unité astronomique, le parsec présente un grand intérêt 
pour les astronomes, qui ont tendance à l’utiliser à la place de l’année-lumière. De plus, le parsec est 
la distance typique qui sépare deux étoiles au sein d’une galaxie. 
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Chapitre 1 ° Analyse dimensionnelle 


PAUSE RÉFLEXIVE 
Combien d'unités de longueur connaissez-vous ? Et de temps ? 





Quiz 1.3 

Nous sommes en 2018. La distance entre la Terre et l'étoile Sirius est d'environ 
9 années-lumière. Vous regardez Sirius aujourd'hui. Vous la voyez telle qu'elle était : 
1. en 2009 2. il y a 9 millions d'années 3. à 9 millions de km 


Il peut y avoir plusieurs unités de même nature, c’est-à-dire relevant de la même 
dimension. Par exemple, le pouce et le mètre sont deux unités de longueur (on peut les 
comparer, un pouce est plus petit qu’un mètre). De la même façon, la seconde et l’année 
sont deux unités de temps. Au sein d’une même unité, on peut aussi définir des multiples 
et sous-multiples de cette unité. La table 1.1 récapitule la liste officielle des multiples 
d’une même unité, avec quelques ordres de grandeurs associés. 


Puisqu’il est courant, en physique, de devoir passer d’une unité à une autre (de même 
nature, donc de même dimension), il faut vous entraîner à effectuer de tels changements 
d’unités!. 


Exemple 1.1 Pour ne pas vous tromper dans les conversions, procédez comme 


dans l’exemple ci-dessous : 


Sc —23lem).=23 (4107 m) 23 10 


Quiz 1.4 Changement d'unités 


Les astronomes utilisent souvent le erg comme mesure d'énergie’. Par définition, 
lerg = 1g.cm?.s ?. Que vaut 1 erg en Joule ? 


1. Lerg = 107*J 3. 1erg = 10 °J 5. 1erg = 10°J 
2. 1erg = 10 °J 4. lerg = 10°J 6. 1erg = 107J 


__ Exercice 1.4 





Le débit à l'embouchure de la Seine est de 500 m°.s7!. Combien de bouteilles de 
1 litre pourrait-on remplir en une journée en récupérant cette eau à l'embouchure ? 
Commenter l’ordre de grandeur à la lumière de notre consommation d’eau potable. 











1. Des erreurs de conversion ou des oublis de changements d’unités ont donné lieu à des bourdes 
scientifiques majeures. Par exemple, la sonde Mars Climate Orbiter, qui devait se mettre en orbite 
autour de mars en 1999, s’est écrasé sur Mars car les instruments à bord ne mesuraient pas dans les 


mêmes unités que les logiciels sur Terre qui, eux, utilisaient le système international d’unité. 
2. Cette unité est une unité du système CGS, qui n’est pas le système international d’unités, et qui 
s'appuie sur des unités de base qui sont le centimètre, le gramme et la seconde (d’où le nom CGS). 
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Tableau 1.1 — Préfixes (multiples et sous-multiples) du SI, et quelques ordres 
de grandeur associés. 



























































10" Préfixe Symbole ordres de grandeur associés 

1024 yotta Y NA © 0,6 Y : nombre d'Avogadro 

1021 zeta Z + 1 Zm : taille d'une galaxie 

1018 exa E = 0,5Es : âge de l'univers; + 2 Eo : octets publiés par jour sur 
internet 

1015 péta P. + 1PW : laser le plus puissant; + 9 Pm : une année-lumière 

1012 tera T 0,8 Ts : demi-vie du Plutonium 239 

10° giga G = 3 Gs : durée de vie de l'Homme ; = 2 GHz : fréquence de la 4G 

106 méga M = 1MSs: un mois 

105 kilo k Es = 2000 : rapport masse du proton sur électron 

102 hecto h échelle humaine (masse — 100 kg) 

101 déca da échelle humaine (record saut en longueur = 0,9 dam) 

100 échelle humaine (taille < 1 m) 

101 déci d échelle humaine (temps de réaction humain © 3 ds) 

1072 centi c échelle humaine (taille d'un pouce, persistance rétinienne = 5 cs) 

107$ milli m à 10% : rapport entre la masse volumique de l'air et celle de 
l'eau 

106 micro 7] + 1 um : longueur d'onde du visible ; < 1 ug : masse d'un grain 
de sable 

10—9 nano n 0,1 nm : taille des atomes 

10712 pico P + 1ps : électronique la plus rapide; = 3pg : masse de l'ADN 
humain 

10715  femto f = 1fs : période optique dans le visible ; + 1 fm : taille du proton 

10718 atto a + 10ag : masse d'un petit virus; © 50 as : plus courte impulsion 
laser 

10721  zepto z = 30 zm : longueur d'onde des protons au LHC! 

1024 yocto y = 0,4 ys : durée de vie du quark top 





Changement d'unité s'accompagnant d'un 


changement de dimension 


Il arrive parfois que l'on fasse un changement d'unité qui s'accompagne d'un 
changement de dimension. Par exemple, en astronomie on mesure souvent une 
densité de flux d'énergie F, contenue dans une bande de fréquence dy. L'unité 





1. Le Large Hadron Collider (LHC) est l’accélérateur de particules le plus puissant au monde. Il est 
situé près de Genève. 
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de cette densité de flux est W.m=2.Hz=!. On peut aussi décider de s'intéresser 
à la densité de flux d'énergie contenue dans la bande de longueur d'onde dÀ 
correspondant à cette bande de fréquence dr. On note alors cette grandeur F. 
On passe facilement de F, à F, en écrivant que le flux d'énergie contenu dans 
la bande dr est égal à celui contenu dans la bande dÀ, donc 








dr 
F,|dA| — F, dr | ee F, — IR, A0 
Or, puisque v = c/X, on obtient finalement 
Fifen W.m=?.m'] = nn E- (en Mme re) 


1.4 Grandeurs sans unité et/ou sans dimension 


Il existe des grandeurs sans dimension, qui sont typiquement des rapports de grandeurs 
de même dimension!. Citons par exemple la densité, définie comme le rapport entre la 
masse volumique d’un objet et celle de l’eau, ou encore l’indice de réfraction (rapport 
entre la vitesse de la lumière dans le vide et celle dans un milieu). La dimension d’une 
grandeur Q sans dimension est notée 1, [Q] — 1. 

Il existe par ailleurs des grandeurs sans unité. La densité en est un exemple. Une 
grandeur sans unité est nécessairement sans dimension. Cependant, une grandeur sans 
dimension n’est pas nécessairement sans unité. L'exemple typique est l’angle plan (voir 
figure 1.2), qui est sans dimension mais auquel on associe l’unité radian (rad). 


6 
£ _t 
Xa\ ER 


Figure 1.2 - Définition d'un angle. 


| Focus | Taille angulaire 
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La taille angulaire a d'un objet de taille L est définie par l'angle sous lequel on voit 
cet objet depuis un observateur situé à une distance D. Si cet objet est lointain, 
c'est-à-dire si L & D (autrement dit a 1), alors on peut assimiler la longueur de 





1. Ou des fonctions de rapports de grandeurs de même dimension. Citons par exemple le décibel, qui 
est proportionnel au logarithme du rapport de deux puissances, Xas — 10 log(P/Pxr). 

2. On peut aussi définir une autre unité pour l’angle, le degré (noté °), sachant que 180° = 7 rd. 

3. On peut aussi citer comme grandeur sans dimension ayant une unité l’angle solide dont l’unité est 


le stéradian ou encore le décibel (voir note de bas de page précédente). 
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l'arc de cercle avec la longueur L (tan à © sin à = à avec a en radian), et on définit 
donc la taille angulaire comme 


objet 











Cette notion de taille angulaire permet de construire en cosmologie des distances 
angulaires, notées dA, qui sont déterminées à partir de la connaissance de la taille 
intrinsèque d'un objet, et de la mesure de l'angle sous lequel on le voit!. 


Quiz 1.5 


La distance Terre-Lune est environ égale à 60 fois le diamètre de la Terre. Sous quel 
angle, en degré, voit-on la Terre depuis la Lune ? 


1 — 001 2. = 0,1° ae 4 10 


__ Exercice 1.5 





Quelle est la taille angulaire de la Lune vue depuis la Terre ? Même question pour le 
Soleil vu depuis la Terre. Qu’en déduire quant au phénomène d’eclipse de Soleil ? 
Quid des eclipses de Lune (cf. quiz 1.5) ? 











à Analyse dimensionnelle 





On commence cette partie par une remarque que vous pouvez sauter en première lecture. 


Définition 1.1 semer cree nes eeneeneneneenneene, ; 
L Définition 1.1 | Grandeurs dimensionnellement indépendantes 4 


Soient n grandeurs Q:, Q2,..., Q,. S’il existe n + 1 nombres réels non nuls (donc 


sans dimension) k, @1,@,...,a@, tels que 


kKILQ; =1, 





1. L'exemple type en cosmologie est celui de l’observation des BAO (Baryon Acoustic Oscillation, 
ou oscillation acoustique des baryons), qui est une échelle de longueur caractéristique présente dans la 
distribution de la matière à grande échelle (de l’ordre de 150 Mpc). L’échelle des BAO définit une règle 
standard, qui peut être observée à différentes époques, et permet ainsi de remonter in fine à l’évolution 
de la taille de l'Univers avec le temps. 
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: alors les grandeurs Q; sont dites dimensionnellement liées. Sinon, elles sont dimen- 
: sionnellement indépendantes. Plus simplement, les grandeurs sont dimensionnelle- 
ment liées s’il existe une relation entre elles — et elles seulement. Dans la pratique, 
étant données des grandeurs Q;, il faut faire appel à sa culture scientifique pour 


a identifier cette relation. 


__ Exercice 1.6 





Les grandeurs suivantes sont-elles dimensionnellement indépendantes ? 
1. Une longueur L, un temps T et une vitesse v. 


2. Une énergie E, une masse m et une vitesse v. 





3. Une énergie E, une masse m et une longueur L. 





Il n’y a pas plus de cinq grandeurs dimensionnellement indépendantes. Ainsi, toute 
grandeur Q possède une dimension qui peut s’exprimer en fonction des cinq dimensions 
fondamentales M, L, T, I, @ introduites dans la section 1.1, 


[Q] = M°LÉT'1°6° (LD) 


Corollaire 1.1 eee eee ere esse eee esse eee eee eee EEE ETS + 


: On en déduit immédiatement que la dimension du produit de deux grandeurs Q: Q2 
: est le produit des dimensions 


Corollaire 1.2 RE eee eee eee ser eee ee . 


: De même, si on multiplie une grandeur Q par un nombre réel À, on ne change pas 
sa dimension, 


HQ] = [Q] (1.3) 


Cela provient du fait que [AQ] = [AJ[Q] et [A] = 1 (puisque À est un nombre pur, 
sans dimension). Par exemple, si £ est une longueur ([{] = L), alors 3£ est aussi une 
longueur, [34] = [4] = L!. 





1. On comprend désormais pourquoi on a décidé de représenter par un 1 la dimension d’une grandeur 
sans dimension ([X] = 1 si À est sans dimension) 
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Exemple 1.2 Trouvons la dimension d’une force F. Sachant que F = ma, où a 
est une accélération, 


(F] = frolla] = MLT * 


Quiz 1.6 

Supposons que a = b — c. Que peut-on dire de la dimension de a? 
1. [al = (1 +1 3. [a] = (= [d] S. [a] = [bd 
2. a] = [6] — fd 4. [a] = [blfc] 


2.1 Homogénéité 


Dans la suite, seules les dimensions de masse, longueur et temps seront utilisées, on 
se restreint donc par soucis de simplicité à ces dimensions (la généralisation aux autres 
dimensions est immédiate). 


Définition 1.2  SSRnEereeerereereees se eerees ses eee ee eee ees eee eee eee ES : 


: Une équation Q; — Q; est dite homogène si les deux membres de l’égalité possèdent : 
? la même dimension, c’est-à-dire [Q1] = [Q>]. È 


L'égalité précédente implique l’équation aux dimensions suivante 


1 — 2 
MLAT= =MELÉETE — Bi = Bo 
Ja: 2 


__ Exercice 1.7 





Vérifier l’homogénéité de l’équation suivante (g étant l’accélération de la pesanteur, 
vo, une vitesse, z et z des hauteurs) : 


1 2 
Z — 29 + Vot + 2 


| Focus | Homogénéité d'une équation 


Vérifier l'homogénéité d'une équation est le premier réflexe d'un physicien lorsqu'il 
obtient un résultat après un calcul. En effet, une équation non homogène est néces- 
sairement fausse. De la même manière, très souvent, une équation homogène n'est 
pas violemment fausse (généralement on se trompe sur le pré-facteur numérique). 
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Afin de pouvoir vérifier cette homogénéité, il faut absolument mener les calculs de 
façon littérale jusqu'au bout, et ne pas remplacer en cours de route des grandeurs 
par leur valeur numérique. L'application numérique ne doit se faire qu'une seule fois, 
à la toute fin, après vérification de l'homogénéité. 


_Exercice 1.8 





Une conséquence de la relativité générale et du fait que l’Univers soit en expansion 
accélérée est que la force gravitationnelle exercée par une masse M sur une masse 
m, située à la distance r de M, s’écrit 


— GmM mA À 
_ 72 3 
où G est la constante de Newton, c la vitesse de la lumière, et À une constante 
appelée la constante cosmologique. Quelle est la dimension de À ? 











2.2 Quelques remarques 


Quiz 1.7 À faire avant de lire la suite 


> 
Quelle est la dimension du vecteur position OM ? 
1. L 2. [2 CRUE 4. sans dimension 


Définition 1.3  SRrnerererereseeees ere ee ees ere ere eee ees eee eee EEE SEE ETES à 


: La dimension d’une grandeur vectorielle rai est la dimension de sa norme, 
E 2 ldé[| 
(GTS 


Théorème 1.1 SR EEeEereeeEer ere sersereereesees eee eee ers eee ser ee ees eee eee SES 7 


La dimension de la dérivée f’(x) d’une fonction f(x) est telle que 


lle af : Î 


: Il suffit de revenir à la définition de la dérivée pour s’en convaincre aisémment, 


e—0 € 
i où € et x ont donc la même dimension, [x] = [€]. 
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__ Exercice 1.9 





ÉS Analyse dimensionnelle 





La force de viscosité qui s’exerce sur une couche de surface S au sein d’un fluide 
s'écrit 
du(z) 

dz 
où u(z) est la vitesse du fluide à la hauteur z et 7 est une constante appelée viscosité 
(dynamique). Quelle est la dimension de n ? 


F=ns 











Quiz 1.8 


Quelle est la dimension de exp(x) ? 

1. [exp(x)] = 1 (c'est-à-dire sans dimension) 
2. [exp(x)] = [x] si x est dimensionné 

8. [exp(x)] = exp([r]) 


De façon générale, les fonctions transcendantes (sin, cos, tan, exp, log...) 


: prennent en argument des grandeurs sans dimension et retournent une quantité sans 


dimension. Pour vous en convaincre, considérer le développement limité de ces 


: fonctions et écrire que ce développement doit être homogène. 


Quiz 1.9 


Soit x la distance entre un point et l'origine, donnée par l'expression : 


a 
x = L cos (5) 
On peut en déduire que : 
1. a et b n'ont pas de dimensions physiques 
2. a et b ont les mêmes dimensions physiques 
3. a et b ont des dimensions physiques qui peuvent être différentes 
4. L n'a pas de dimension physique 


Quiz 1.10 
Dans l'étude du corps noir, la loi du déplacement de Wien dit que 
constante 
Are MU MEET EE 
T 
Ouelle est l'unité de la constante ? 
1. m/K 2. m.K 3. K/m 4. sans unité 
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Quiz 1.11 


La figure ci-dessous représente la vitesse d'un mobile en fonction du temps. 


Quelle est la dimension de la pente de la U(t) 
droite ? 


2. 
34101 
ANS 

5. sans dimension 


LH 


Quiz 1.12 


La figure ci-dessous représente la vitesse d'un mobile en fonction du temps. Quelle 
est la dimension de l'aire coloriée sous la courbe ? 


u(t) 


1. L 

2: URL 

Eh Ier 
AE TES 

5. sans dimension 





t ta 


2.3 Analyse dimensionnelle et prévision de lois simples 


Il est fréquent que l’on puisse déterminer une loi à partir d’une simple analyse dimen- 
sionnelle. C’est le cas en particulier si l’on cherche une relation parmi n grandeurs 
faisant intervenir au moins n — 1 dimensions indépendantes. 

Supposons par exemple que l’on cherche à déterminer la période 7 d’oscillation d’un 
pendule simple. Cette période peut dépendre à priori de la masse m du pendule, de sa 
longueur £ et de l’accélération de la pesanteur g. On cherche ainsi une relation sous la 
forme 


r = km°£fg° 


où k est un nombre réel sans dimension (qui ne sera donc pas déterminé par l’analyse 
dimensionnelle). En considérant les dimensions de part et d’autre de cette équation, on 
obtient 


fr] = [mé =  T=MSLÉ(T *) = MLANT 
car [k] — 1. On en déduit le système suivant d’équations aux dimensions 


a—=0 , B+7—=0 ., ed 
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Ce système se résout trivialement : + — —{ — —1/2. Ainsi, 


T=k Le 
9 


De façon tout à fait spectaculaire, cette analyse dimensionnelle nous a permis de montrer 
que la période ne dépendait pas de la masse, et nous a permis de déterminer la dépen- 
dance avec la longueur et l’accélération de la pesanteur ! Pour déterminer la constante k, 
il faut faire le calcul à l’aide des lois de Newton, on trouve que # = 27 (voir la section 2 
du chapitre 11). 


| Focus | Educated guess 


Le plus délicat dans une analyse dimensionnelle, c'est d'identifier les variables per- 
tinentes à considérer. Par exemple, si on demande l'âge du capitaine en fonction de 
la vitesse v du bateau et de la hauteur h du mat, on peut tout à fait trouver un résul- 
tat par analyse dimensionnelle (h/v), mais ce résultat n'a évidemment aucun sens. 
De façon plus sérieuse, dans le cas du pendule, si on avait rajouté la masse M; de 
la Terre!, on aurait obtenu le résultat précédent multiplié par (m/M, )*. Autrement 
dit, on n'aurait pas pu déterminer la loi’. Le talent du physicien intervient ici : en fait, 
la masse de la Terre est déjà capturée par g, qui vaut 9 = GM4/R4,. C'est tout l'art 
du physicien d'identifier les paramètres pertinents (educated guess). 


__Exercice 1.10 





1. Une galaxie tourne sur elle-même avec une période T. On suppose que cette pé- 
riode dépend de la constante de gravitation G et de la masse volumique moyenne 
de la galaxie p. Trouver l’expression de T par analyse dimensionnelle. 

2. La fréquence de vibration f (en s-!) d’une goutte d’eau dépend de son rayon 
R, de sa masse volumique p, et de la tension superficielle & dont la dimension 
correspond à une force divisée par une longueur. Déterminer la fréquence f en 
fonction des paramètres du problème. Si deux gouttes d’eau ont des masses M 


et M’, montrer que f’/f = /M/M'. 











Théorème de Pythagore par analyse dimensionnelle 


On peut utiliser l'analyse dimensionnelle pour démontrer le théorème de Py- 
thagore. Pour cela, si on cherche l'aire S d'un triangle rectangle ABC, elle doit 





1. Le symbole & représente la planète Terre. Chaque planète du système solaire a son propre symbole. 
Le Soleil est lui représenté par le symbole ©. 


2. En fait, on pourrait montrer, grâce au théorème 1.3 (théorème IT) que Tr — VE f{m/Me), où f 
est une fonction quelconque. 
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s'écrire, par analyse dimensionnelle, comme 


S = à f(#) 


où d est l'angle au sommet C et f(d) une fonction inconnue sans dimen- 
sion. On n'a pas besoin de déterminer cette fonction. En effet, en découpant 
astucieusement le triangle en deux, on peut écrire 


S = Si +82 = © f(#) +b°f() 


En identifiant les deux équations précédentes, on en déduit le théorème de 
Pythagore, 


a — bc 





__ Exercice 1.11 





Exprimer, par analyse dimensionnelle, la pression P, générée par la gravitation, à 
l’intérieur d’une étoile de masse M et de rayon R. On utilisera G car la pression est 
générée par un phénomène gravitationnel. 











: Ce théorème peut être sauté en première lecture. Les principes de l’analyse dimen- 
? sionnelle peuvent se résumer au théorème de Vaschy-Buckingham, qui stipule que si 
| une équation physique met en jeu n grandeurs physiques Q;, celles-ci dépendant de 
? k unités (dimensions) fondamentales, alors il existe une équation équivalente met- 
tant en jeu n — k grandeurs sans dimension X; construites à partir des grandeurs 


E d’origine. 
F(Q:1,Q2,...,Qn) = 0 — Frs Rasta Xp) = 0 


3 La situation intéressante en pratique de ce théorème est quand n — k = 1. 
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__ Exercice 1.12 





Le théorème No-Hair de relativité générale stipule que le rayon R d’un trou noir 
(non chargé et non en rotation) ne dépend que de sa masse M et des constantes G 
et c. Déterminer l’expression reliant le rayon R à M, G et c. 











2.4 Loi d'échelle 


Comme on l’a vu, l’analyse dimensionnelle permet parfois de déterminer des lois phy- 
siques. De façon plus générale, l’analyse dimensionnelle permet de dégager des lois 
d’échelle, c’est-à-dire le comportement d’un phénomène lorsqu'une échelle de ce phé- 
nomène varie. Regardons un cas simple, introduit par Galilée au XVII° siècle!. C’est 
celui des dimensions des os d’un animal en fonction de la taille L de l’animal. Si tous 
les animaux étaient homothétiques, alors la longueur de leurs os serait proportionnelle 
à L, tandis que la section des os serait proportionnelle à L? (ce que l’on peut déduire 
par simple analyse dimensionnelle). On peut raisonnablement supposer que la résistance 
d’un os est proportionnelle à sa section et donc croît comme L? avec la taille de l’ani- 
mal. Par contre, le poids de l’animal, qui est proportionnel à sa masse, croît lui comme 
L* (la masse est proportionnelle au volume car tous les animaux ont à peu près la même 
masse volumique, celle de l’eau). Aïnsi, le rapport entre la résistance des os et le poids 
se comporte comme 1/L. En conséquence, les grands animaux sont beaucoup plus fra- 
giles que les petits. Pour éviter que les grands animaux ne soient trop fragiles, ils doivent 
donc avoir des os dont la section augmente plus vite que L? avec la taille L de l’animal. 
C’est exactement ce qu’a constaté Galilée (voir figure 1.3). 





Galileo's depiction of the bones of light and 
heavy animals. (From Dialogue on Two New Sci- 
ences.) 


Figure 1.3 — Évolution de la section d'un os en fonction de sa longueur. 


De la même façon, les muscles des grands animaux doivent être disproportionnelle- 
ment plus épais, ce qui fait que plus la taille augmente, moins il y a de la place pour les 
autres organes vitaux. Cela définit une taille maximale aux animaux, qui est de l’ordre de 
la taille des dinosaures. Des animaux plus grands ne peuvent physiquement pas exister 
sur Terre’. 





1. Galileo Galilei, Dialogue Concerning Two New Sciences (1638). 
2. Mais dans l’eau oui, grâce à la poussée d’Archimède, qui compense le poids (cf. les baleines). 
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Exemple 1.3 À quelle hauteur peut sauter un animal ? Une analyse 
dimensionnelle en loi d’échelle permet de montrer que tous les animaux sautent à 
peu près à la même hauteur (en ordre de grandeur !). En effet, pour sauter d’une 
hauteur h, il faut dépenser une énergie mgh (qui correspond à l’énergie potentielle 
de pesanteur). Cette énergie est apportée par le travail d’une force F' exercée par les 
muscles, qui vaut F x D, où D est la distance sur laquelle travaille la force, et qui est 
naturellement de l’ordre de L (taille de l’animal). Par ailleurs, la force musculaire F 
doit être proportionnelle à la surface des muscles, donc à L? (comme précédemment). 
La masse m, elle, croît comme L®. Ainsi, la hauteur s’écrit 


2 


ho — KR cte X —— = cte 
mg LS 


Le résultat est indépendant de la taille L de l’animal ! On saute aussi haut qu’un 


éléphant ou une girafe, et à peu près aussi haut qu’une puce (qui saute en effet jusqu’à 
20 cm). 


Les raisonnements en loi d’échelle sont difficiles à mener car ils demandent une 
grande maturité physique. Vous pouvez consulter l’article suivant de Jean-Marc Levy- 
Leblond qui donne plus de détails sur les lois d’échelles : J.-M. Levy-Leblond, BUP 
n° 797, p. 1767, également disponible en ligne 

http://www.udppc.asso.fr/bupdoc/textes/1997/07971767.PDF 


__Exercice 1.13 





On considère un animal en chute libre dans l’air en présence de frottement. Lorsque 
la vitesse est grande, la force de frottement exercée par L’air est donnée par > cpSv?, 
où c est un coefficient sans dimension, p la masse volumique de l’air, S est la section 
(surface) de l’objet et v sa vitesse. Au bout d’un certain temps, l’animal atteint une 
vitesse limite. 

1. Vérifier l’homogénéité de l’expression de la force de frottement. 

2. Exprimer la vitesse limite, par analyse dimensionnelle, en fonction du poids P 

de l’objet, de pet des. 


3. En déduire que la vitesse limite de chute croît comme L!/? et en tirer des 








conséquences quant à la survie de l’animal qui chute, en fonction de sa taille. 
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(QUES 2 


Constantes 
et interactions 
fondamentales 


En Constantes fondamentales 





Pour avoir une description exhaustive des constantes fondamentales au niveau licence, 
vous pouvez consulter le livre de J.P. Uzan et R. Lehoucg, Les constantes fondamentales. 
On en fournit ici une description très allégée. 


1.1 Liste de quelques constantes fondamentales 


Une constante fondamentale est une grandeur fixe dont la valeur n’est pas déterminée 
par une théorie sous-jacente. Leur statut est provisoire car il se peut qu’une théo- 
rie plus fondamentale soit découverte qui permette la détermination d’une constante 
«fondamentale ». Par exemple, avant Newton, on devait considérer l’accélération de la 
pesanteur g comme une constante fondamentale, avant que l’on comprenne que cette 
grandeur peut en fait se calculer à l’aide des lois de Newton, et dépend en réalité de la 
masse de la Terre, de son rayon et d’une autre constante, la constante de Newton G (voir 
équation (2.3))!. 

Les débats continuent parmi les scientifiques pour savoir si seules les constantes adi- 
mensionnées peuvent être considérées comme fondamentales. En effet, la valeur d’une 
constante dimensionnée dépend du choix du système d’unité, ce qui diminue son ca- 
ractère universel. Comme on va le voir, les constantes fondamentales permettent de 
définir des domaines de validité de certains cadres théoriques (relativiste/non relati- 
viste, quantique/classique, etc.). On retiendra les trois constantes fondamentales les plus 
importantes? : 





1. Citons également l’exemple de l’électromagnétisme. Avant l’unification de Maxwell, la permittivité 
du vide £ et la perméabilité du vide y devaient être considérées comme deux constantes fondamen- 
tales indépendantes, jusqu’au jour où Maxwell a montré que ces constantes étaient en fait reliées entre 


elles et à la vitesse de la lumière par la relation £ouoc? = 1. 
2. Notons une autre constante fondamentale importante, appelée la constante de structure fine, qui est 


reliée à la charge de l’électron, dont l'expression est a = e?/(4reofc) © 1/137. C’est une constante 
sans dimension qui caractérise l'intensité de l’interaction entre un photon et un électron. 
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__ Exercice 2.1 





: : x déf 70: E ; LS A: 
1. Vitesse de la lumière c — 299792458m.s-!. Comme on l’a déjà dit, cette 


constante n’est pas mesurée, mais fixée. Cette constante délimite le régime newto- 
nien du régime relativiste. Si v € c, la physique classique s’applique. Si v < c, les 
effets relativistes deviennent importants. 





À partir de quelle énergie un électron devient-il relativiste ? Et un proton ? Et un 
photon ? 








__Exercice 2.2 


déf 


2. Constante de Planck h — 6,626070 15 J.s. Nous avons déjà signalé que depuis 


2018, cette constante est fixée par définition du kilogramme. Elle délimite le ré- 
gime classique du régime quantique. Pour définir cette frontière, il faut considérer 
une grandeur que l’on appelle l’action!. Celle-ci peut s’évaluer en formant le produit 
E x t ou p x x, où E est l’énergie caractéristique du système et { une échelle de 
temps caractéristique, p la quantité de mouvement et x une échelle spatiale caracté- 
ristique. On introduit aussi par habitude la constante de Planck réduite À = h/(27). 
Si l’action d’un système est grande devant À, la physique classique s’applique. Au 
contraire, si l’action est de l’ordre de À (l’action étant toujours plus grande que h), 
alors il faut utiliser les lois de la mécanique quantique. 





Vérifier que À est bien homogène à Ext et à px x, où p est la quantité de mouvement 
et E l’énergie. 





__ Exercice 2.3 








Calculer l’action d’un système classique, comme par exemple la Terre. Considérer 
par exemple son énergie cinétique et sa période de rotation sur elle-même. Calculer 
de même l’action d’un atome d’hydrogène, en vous aidant des ordres de grandeur 
déterminés dans l’exercice de la partie suivante (échelles atomiques). 








3. Constante de Newton G = 6,67 x 1071! m°.kg” ls ?. Cette constante est actuelle- 


ment assez mal mesurée comparativement à d’autres constantes fondamentales, avec 
une précision de l’ordre de quelques 10° seulement. Cela provient du fait que l’inter- 
action gravitationnelle est beaucoup plus faible que l’interaction électromagnétique 
(voir plus loin). Cette constante permet de déterminer quand est-ce que les effets 
de relativité générale, qui est la théorie relativiste de l’interaction gravitationnelle, 
deviennent appréciables. Plus précisément, les effets de relativité générale sont im- 


portants lorsque la compacité C © GM /(Rc) est de l’ordre de 1, où M et R sont 
la masse et la taille de l’objet. 





1. Cette grandeur trouve une importance fondamentale en mécanique quantique et en mécanique 
analytique, mais est sans utilité pour les concepts de mécanique classique développés dans ce livre. 
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__Exercice 2.4 





Calculer la compacité de la Terre, du Soleil, d’une étoile à neutron et d’un trou noir 
(chercher les données qu’il vous manque sur Internet). Commenter. 











Ces trois constantes fondamentales définissent le champ d’application des différentes 
théories connues, tel que représenté sur la figure 2.1. 











M 
X me 
Re? 
Gravitation Gravitation 
newtonienne quantique 
non relativiste 
Relativité 
énérale 
8 Théorie 
du tout ? 
Physique Mécanique 
classique quantique 
————— 
É 1 
Ex" — 
dd action 
Relativité Théorie 
restreinte quantique 
LE des champs 


Figure 2.1 - Représentation schématique des différentes théories physiques en 
fonction de la prédominance des effets relativiste, quantique et gravitationnel. 


1.2 Système d'unités naturelles 


Les constantes fondamentales permettent de définir des systèmes d’unités naturelles. 
Vous en verrez un exemple dans l’exercice ci-après avec les échelles atomiques que l’on 
peut définir en identifiant les phénomènes pertinents et leurs constantes fondamentales 
correspondantes, à savoir dans ce cas e?/(4reo) [force de Coulomb], À [mécanique 
quantique] et la masse m, de l’électron [inertie]! 





1. À noter, iln apparaît pas la vitesse de la lumière c dans les paramètres pertinents. En effet, l’es- 
timation de la vitesse typique montre qu’elle est petite devant c, donc la physique atomique est 
essentiellement non relativiste. De même, la comparaison entre la force gravitationnelle et la force 
de Coulomb (39 ordres de grandeur d’écart) justifie que la gravitation ne joue aucun rôle. Enfin, la 
masse du proton n'intervient pas car étant 2000 fois plus lourd, il peut être considéré comme au repos 
et ainsi la physique atomique se résume au seul mouvement des électrons. 
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__ Exercice 2.5 Échelles atomiques 





NE : . : déf 
1. Construire, à partir des trois grandeurs pertinentes A, & — e?/(4meo) et 
Me, et d’une analyse dimensionnelle, une distance caractéristique £., un temps 
caractéristique {., une vitesse caractéristique v. et une énergie caractéristique E.. 


2. Faites les applications numériques et commenter vos résultats. 











Citons également l’exemple des échelles de Planck, qui sont les échelles que l’on peut 
construire à partir des trois constantes fondamentales introduites précédemment, 


Re 
lp=4\f— 10 Sm , fp=4— 10 s , mp— ç  20n8 
À ces échelles, on pense que les effets quantique (via À), relativiste (via c) et gravita- 
tionnel (via G) sont tous trois importants. Les théories de gravité quantique (comme 
la théorie quantique à boucle) montrent en effet que LP et tP définissent des quanta de 
longueur et de temps!. 


à Interactions fondamentales 


Il y a quatre interactions fondamentales qui régissent les lois connues de la physique et 
donc les « règles » observées dans la nature. Il est plus pertinent de parler d’interactions 
que de forces, car le concept de force n’est pas nécessairement le plus pertinent pour 
certaines de ces interactions. 


2.1 Interaction gravitationnelle 


Cette interaction relève du concept de masse (on parle aussi de « charge gravitation- 
nelle »). Au niveau de la licence, il est suffisant de postuler que cette interaction peut se 
représenter par une force d’attraction qui agit entre deux particules ponctuelles M; et 
M, de masse m; et m; telle que 








(2.1) 





où u2 est le vecteur unitaire de m, vers m, et G est la constante de Newton. Vous 
noterez que les normes des forces gravitationnelles F,_.2 et F:_., sont égales. Nous 





1. En ce qui concerne la masse, certains (dont Feynman) pensent que c’est le phénomène de déco- 
hérence gravitationnelle, qui explique le comportement classique des objets macroscopiques, qui se 
produit pour des masses à cette échelle. Mais cela nous amène trop loin... 
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reviendrons sur ce point ultérieurement, car il s’agit de la troisième loi de Newton (ou 
principe des actions réciproques). Par ailleurs, la force est portée par l’axe (m1m>), qui 
est un axe de symétrie du problème!. 

F2 U12 


mi LH 
e- 


Remarques 


— Cette interaction est universelle car elle agit sur tous les corps massifs?. 


— La portée de l’interaction est infinie (x r 2}. 


— Il n'existe que des masses positives, donc la gravitation est toujours attractive“. 


Quiz 2.1 


On s'intéresse à la force gravitationnelle exercée sur la masse M par les astres de 
masses 6M et 2M. 


Quelle est le sens de la 
force ? 
1. vers la droite 


2. vers la gauche 
3. la force s'annule 








1. D’après le principe de Curie, les effets doivent au moins avoir les symétries des causes. On s’atten- 
dait donc à ce que la force soit un vecteur qui soit invariant par rotation autour de l’axe de symétrie, à 


savoir que cette force soit portée par l’axe reliant les deux masses. 
2. La théorie moderne qui représente l’interaction gravitationnelle est bien différente, conceptuelle- 


ment, de la force de Newton. Elle s’appelle la relativité générale et remplace le concept de force par 
un concept de courbure de l’espace(-temps). Dans cette théorie, même la lumière, de masse nulle, est 


couplée à la gravitation, c’est-à-dire à la courbure. 
3. Cette propriété est liée fondamentalement au fait que l’interaction gravitationnelle est portée par 


une particule de masse nulle, appelée le graviton, qui est l’analogue gravitationnelle du photon. Une 
interaction qui a une portée finie possède une décroissance exponentielle et non pas une décroissance 


en loi de puissance. 
4. La théorie de la relativité générale permet l’introduction d’un terme de gravitation répulsif, appelé 


la constante cosmologique, et qui explique l’accélération de l’expansion de l’Univers telle qu’on l’ob- 
serve. La « masse grave » devient négative, grâce à une pression qui est négative. Ce terme n’a pas 
d’équivalent dans la théorie de Newton. 
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Quiz 2.2 
Qui, de la Lune ou de la Terre, exerce la force la plus grande sur l'autre ? 


1. la Terre 2. la Lune 3. la force est la même 


Champ gravitationnel 


Supposons qu'il y ait une masse m au point M, et N masses m; aux points M; (à — 
1...N). Alors par principe de linéarité (voir le chapitre 6), la force gravitationnelle 
exercée par l'ensemble des masses m, sur la masse m s'écrit 





2 -Gr in À PS mg (M) avec ÿ (M) = At . (2-2) 


où r; est la distance entre la masse m; et la masse m, et le nouvel objet ÿ(M) est 
le champ gravitationnel créé par les masses m; au niveau du point M. Puisque ce 
champ gravitationnel a la même dimension qu'une accélération, on l'appelle aussi 
l'accélération de la pesanteur. 


Un théorème remarquable 
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On peut montrer que la force gravitationnelle exercée par un corps à symétrie 
sphérique sur une particule extérieure à ce corps est la même que celle qui serait 
exercée par une particule ponctuelle fictive que l'on disposerait au centre du corps 
sphérique, et qui possèderait toute sa masse!. 


Quiz 2.3 


La figure suivante représente trois planètes de rayons différents mais de même 
masse totale M (qu'on suppose répartie de façon uniforme à l'intérieur des pla- 
nètes). On considère un point P à la distance r du centre de la planète. Classer les 
trois situations suivant la valeur de la force gravitationnelle exercée en P. 


Hu HE M EH M 
r r 
he) Ne D 


RER SR IN iclnecermescolutons 





1. Ce résultat n’est pas du tout trivial ! Il porte le nom de théorème de Gauss. Si ce résultat vous paraît 
évident, c’est probablement que vous n’avez pas saisi l’ampleur de sa portée. 
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__ Exercice 2.6 





Grâce au théorème énoncé dans l’encart précédent et à l’expression (2.1), retrouver 
l’expression de l’accélération de la pesanteur g à la surface d’une boule à symétrie 
sphérique, de masse M et de rayon R, 


__GM 


9 Rs (2.3) 








Retrouver la valeur numérique g = 9,81 m.s_? au niveau du sol sur Terre. 





Quiz 2.4 


À la surface d'une planète de même masse volumique que celle de la Terre, mais 
d'un rayon deux fois plus grand que celui de la Terre, le champ gravitationnel sera, 
par rapport à celui à la surface de la Terre : 


1. quatre fois plus petite à con 4. deux fois plus grande 


2. deux fois plus petite 5. quatre fois plus grande 


Quiz 2.5 


Un astronaute en impesanteur (apesanteur) dans la station spatiale internationale 
(qui orbite à 400 km d'altitude) subit une force d'attraction gravitationnelle de la 
part de la Terre : 

1. nulle 

2. extrêmement faible devant celle au niveau du sol sur Terre (mais non nulle) 

3. un peu plus faible que celle au niveau du sol sur Terre 

4. cela dépend si l'astronaute est à l'intérieur ou à l'extérieur de la station spatiale 


2.2 Interaction électromagnétique 


Cette interaction relève du concept de charge électrique. Elle peut être décrite à l’aide 
du concept de force. Entre deux charges électriques q1 et q2 se déplaçant respectivement 
aux vitesses DH et w, il existe une force, appelée force de Lorentz, donnée par! 


5 = 

——— = v o) = 

F5, — LT : E + ER (£ A n)| (2.4) 
TEoT c c 





1. En toute rigueur, cette expression est valable dans la limite non relativiste. Dans le cas complètement 
relativiste, les expressions deviennent plus compliquée et les deux contributions, électrique comme 
magnétique, sont modifiées. 
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dé--” 


La constante £o © 8,8 x 10-!2m° kg !stA°? est appelée la permittivité du vide. 
Le symbole À représente le produit vectoriel. On constate immédiatement que cette 
force est constituée de deux termes, le premier est appelé force de Lorentz électrique, 
ou encore force de Coulomb, tandis que le deuxième terme, qui dépend des vitesses des 
particules, est appelé force de Lorentz magnétique. Notons tout de suite que l’axe (q1q2) 
n’est plus un axe de symétrie à cause des vitesses qui entrent en jeu dans l’interaction, 
donc il n’est pas étonnant que la force ne soit pas portée par l’axe reliant les deux par- 
ticules. Qui plus est, les vecteurs vi, 03 et Ujo ne sont pas nécessairement coplanaires 
(et donc de même pour F:_,2), comme pourrait le laisser penser la figure ci-dessus. 


Remarques 


— La décroissance de la force de Lorentz est en 1/r?, comme dans le cas de la force 
gravitationnelle. La portée est donc infinie. 


— Les charges électriques peuvent être positives ou négatives, donc la force peut être 
attractive ou répulsive. 


— La contribution magnétique de cette force est négligeable devant la force de Coulomb 
dans le cas de mouvement non relativiste, quand v,v2  c. Ainsi, la contribution 
magnétique peut être vue comme une première correction relativiste à la force de 
Coulomb purement électrique. 


— Il est facile de constater sur l’expression (2.4) que Fi Æ Fa. À première vue, 
cela semble violer le principe des actions réciproques. Ce problème avait déjà été 
soulevé par Wien, puis solutionné par Poincaré en 1900. 

— La force (2.4) dépend des vitesses des particules. Cela demande donc de préciser par 
rapport à quel référentiel on calcule cette force, puisque les vitesses dépendent du 
référentiel. 





1. La solution passe par le fait qu’on ne peut pas isoler les particules chargées seules, il faut également 
tenir compte du champ électromagnétique qui accompagne ces particules. Si on en tient compte, on 
restaure le principe des actions réciproques pour le système {charges + champ}. 

2. Àce sujet, si on en restait à la physique classique de Newton, il y aurait un problème avec le principe 
de l’invariance d’une force (voir la discussion à ce sujet dans le chapitre 6) et la transformation de 
Galilée (à cause du terme dépendant des vitesses). Il faut la théorie de la relativité restreinte pour 
restaurer cette invariance. 
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| Focus | Champs électrique et magnétique 


Considérons le cas d'une charge q située au point M, se déplaçant à la vitesse Ÿ, 
et soumise à l'interaction électromagnétique avec un ensemble de N charges q; se 
déplaçant aux vitesses D (avec à — 1... N). La force totale agissant sur la charge 
q s'écrit comme la somme des forces entre la charge q et chacune des charges q:. 
Ainsi, en partant de (2.4), on peut écrire la force de Lorentz comme 


F =9 (EM) +Ÿ A B(M)) (2.5) 





cette expression est en fait une définition du champ électrique E(M) et du champ 
magnétique B(M) existant au niveau du point M. Cette équation, couplée aux 


équations dites de Maxwell, qui permettent de trouver les champs E et B, forme 
les équations complètes pour décrire l'interaction électromagnétique. 


L’interaction électromagnétique assure la cohésion des atomes et des molécules! . Elle 
gouverne également toutes les réactions chimiques et aussi les phénomènes optiques — 
puisque la lumière est une onde électromagnétique. 


| Focus | Analogie gravitation - électrostatique 


On s'intéresse ici à la contribution électrique de la force de Lorentz (2.4), 





En comparant cette expression avec la force (2.1), on voit que l'interaction élec- 
trique et l'interaction gravitationnelle sont analogues. En particulier, ces deux forces 
décroissent en 1/r? et on a les correspondances suivantes, 
: Se Q 0, ‘ges É 

ÂTE 
Il faut cependant noter que cette analogie a ses limites. En effet, alors qu'il existe des 
charges électriques positives et négatives, il n'existe que des masses positives. Cela 
provoque toute une série de différences car le champ gravitationnel ne peut pas 
être « écranté » par des masses négatives. Par exemple, il n'existe pas l'équivalent 
de la cage de Faraday en gravitation. Enfin, les expressions des forces données 
plus haut ne sont valables que dans des cas limites (en particulier faible compa- 
cité C = GM/(Rc«) € 1 et faible vitesse v/c € 12). Par ailleurs, le rapport de la 
force électrique sur la force gravitationnelle, entre un électron et un proton au sein 
de l'atome d'hydrogène par exemple, est donné par 

Fa é 


= 92 x 10% >> 1 
Farav  ATEOGMeMy 





MG, 








1. Pour être plus précis, il faut la mécanique quantique pour comprendre pleinement la cohésion de la 
matière. 
2. Sans compter les corrections quantiques, qui sont comprises et calculables dans le cas de l’élec- 


tromagnétisme (dans le cadre d’une théorie qu’on appelle l’électrodynamique quantique ou QED en 
anglais), mais complètement inconnues dans le cas de la gravitation. 
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Ainsi, l'interaction électromagnétique est beaucoup plus forte que l'interaction 
gravitationnelle!. 


Quiz 2.6 


Un atome d'hydrogène est constitué d'un noyau (un seul proton) et d'un électron 
gravitant autour du noyau. La force électrique est 10° fois plus importante que la 
force gravitationnelle. Si on pouvait ajuster la distance entre le proton et l'électron, 
est-ce que l'on pourrait trouver une distance pour laquelle les deux forces sont 
égales ? 

1. oui, il faut éloigner l'électron du proton 

2. oui, il faut rapprocher l'électron du proton 

3. non, quelle que soit la distance 


2.3 Interaction faible 


Elle est responsable de la désintégration radioactive de particules sub-atomiques et est 
à l’origine de la fusion nucléaire dans les étoiles. Elle a été décrite pour la première fois 
dans les années 1930 par Enrico Fermi. Cette interaction affecte tous les fermions?. Son 
rayon d'action est très faible, environ 10717 m, soit 100 fois plus petit que la taille d’un 
noyau atomique”. La raison de cette faible portée est que les médiateurs de cette force 
(l’équivalent du photon pour l'interaction faible, qui sont les bosons W et Z) possèdent 
une masse très grande et donc une durée de vie très petite (inférieure à la yoctoseconde). 
La charge associée à l’interaction faible est appelée l’isospin faible, c’est l’équi- 
valent de la masse ou de la charge électrique pour les interactions gravitationnelle et 
électromagnétique. Cette charge est conservée lors des désintégrations. 


2.4 Interaction forte 


Cette interaction est responsable de la cohésion du noyau des atomes, c’est-à-dire du 
confinement des quarks ensemble. Son rayon d’action est également très faible, de 
l'ordre de 107 m (en gros la taille d’un noyau atomique). Le médiateur de l’inter- 
action s’appelle le gluon et la charge associée à l’interaction s’appelle la couleur, qui 
peut prendre trois valeurs seulement (bleu, vert, rouge)‘. 





1. Pour beaucoup de physiciens, ce constat constitue un réel problème à comprendre. La théorie des 
cordes peut éventuellement constituer une solution en postulant que l’interation gravitationnelle se 
dilue dans des dimensions supplémentaires, contrairement aux autres interactions, et paraît donc moins 
forte dans notre monde à 4 dimensions. 

2. Les fermions sont des particules de spin demi-entier. On peut retenir en particulier les électrons, les 
quarks et les neutrinos. 

3. On rappelle que le fait d’avoir une portée finie signifie que l’interaction décroft de façon exponen- 


tielle avec la distance, comme exp(—r/À) où À est la portée. 
4. Les physiciens sont parfois poétiques. La couleur ici n’a bien sûr rien à voir avec la couleur de la 


lumière visible. Le terme gluon fait référence au fait que cette interaction confine les quarks ensemble 
pour former des hadrons (protons et neutrons), malgré la force de répulsion électrique entre les quarks. 
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Cinématique 


e Savoir passer de la position (comme fonction du temps) à la vitesse et l'accélération (dans 
les deux sens) dans le cas 1D (mouvement rectiligne). 

e Savoir interpréter graphiquement la vitesse et l'accélération dans un diagramme 
d'espace-temps. 

e Savoir calculer une vitesse moyenne et faire la distinction avec une vitesse instantanée. 

° Comprendre la notion de dérivée temporelle d'un vecteur et savoir l'appliquer de façon 
opérationnelle. 

e Déterminer le vecteur vitesse dans un référentiel si on le connaît dans un autre référentiel 
en translation rectiligne uniforme (dans le cas non-relativiste seulement). 

+ Savoir résoudre le problème du mouvement uniformément accéléré (trajectoire parabo- 
lique). 

° Connaître l'expression du vecteur vitesse dans le cas d'un mouvement circulaire (direc- 
tion, sens, norme), et savoir exploiter la relation v — Rw pour déterminer l’un de ces 
paramètres si on connaît les autres. 

e Connaître l'expression de l'accélération d'un mouvement circulaire uniforme (direction, 
sens, norme). Savoir retrouver la norme par analyse dimensionnelle. 

e Savoir retrouver l'expression du vecteur accélération pour un mouvement circulaire non 
uniforme. Savoir interpréter qualitativement chacune de ses composantes. 

e Connaître et savoir utiliser les systèmes de coordonnées cartésiennes, cylindriques et 
sphériques. 


MELLE ETES TE TETE EE TETE TETE EEE TELE TELE CEST T EEE TELE TELE LISTE LE LILI SI S CET E LEE STE TELE LEE TETE LEE TELE TES 


e Maîtriser la notion de grandeur algébrique (pouvant être positive ou négative). 
e Notion d'espace et de temps. Connaître le repérage cartésien. 


+ Notions élémentaires sur les vecteurs : relation de Chasles, inégalité triangulaire, produit 
scalaire et produit vectoriel. 


e Savoir dériver et intégrer des fonctions simples d'une seule variable. 


NPELILETI STE TELE ETES TEL ELELES LEE 
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+ Connaître les relations trigonométriques de base dans un triangle. Et donc savoir 
décomposer un vecteur dans une base orthonormée. 


+ Savoir utiliser les fonctions trigonométriques usuelles et connaître leur dérivée. 


Chapitre 3. Repérage d'un point dans l'espace (-temps) 

1. Référentiel et repère 

2. Système de coordonnées cartésiennes 

3. Systèmes de coordonnées cylindriques et sphériques 
Chapitre 4. Cinématique 1D 

1. Position et vitesse 

2. Accélération 

3. Exemples de mouvements unidimensionnels 
Chapitre 5. Cinématique 2D et 3D 

1. Vitesse et accélération 

2. Exemple du mouvement uniformément accéléré 

3. Exemple du mouvement circulaire 


4. Repère de Frenet - système de coordonnées curvilignes 


Qu'est-ce que la cinématique du point matériel ? 


La cinématique est la branche de la mécanique qui s’attache à décrire le mouvement des 
objets, indépendamment des causes qui l’ont produit. 

Les objets dont on parle sont souvent des systèmes complexes, avec un grand nombre 
N de particules (typiquement plusieurs moles, donc N >> 1) reliées les unes aux autres 
par des interactions complexes. De façon générale, il faut se donner 6N grandeurs pour 
paramétrer le mouvement du système, ce qui est gigantesque ; en effet, pour chaque 
particule, il faut spécifier trois nombres pour la position et trois nombres pour la vitesse. 
Dans la pratique, il est donc nécessaire de modéliser le problème pour le simplifier. Dans 
ce livre, on s’intéressera à des systèmes qui se comportent comme des solides. Dans 
ce cas, le nombre de degrés de libertés, c’est-à-dire le nombre de grandeurs qu’il faut 
spécifier pour caractériser de façon unique le mouvement du système (aussi grand soit- 
il), se réduit drastiquement à seulement six ! Il s’agit des coordonnées du centre de masse 
du solide (ou centre de gravité, ou barycentre), et trois nombres caractérisant la rotation 
du solide autour de ce point!. 


On va encore simplifier la modélisation en introduisant la notion de point matériel. 
Vous trouverez parfois l’expression de « corpuscule matériel », qui est une dénomination 





1. Il s’agit du vecteur rotation instantanée, caractérisé par deux angles et une norme. 
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un peu plus « physique » que la notion « mathématique » de point matériel. Un point 
matériel est donc un solide dont on peut négliger l’extension spatiale et la rotation sur 
lui-même. Le modèle de point matériel permet de ramener le nombre de degré de liberté 
à seulement trois coordonnées, qui repèrent la position du point dans l’espace. En règle 
générale, ce modèle ne sera valable que si la taille de l’objet considéré est petite devant 
les échelles spatiales caractéristiques du problème! 


Exemple 11.1 Mouvement de la Terre autour du Soleil Si on s’in- 
téresse au mouvement de la Terre autour du Soleil, il est légitime de considérer, en 
première approximation, la Terre comme étant modélisée par la notion de point maté- 
riel, car le rayon de la Terre est très petit devant la distance Terre-Soleil. Par ailleurs, 
la vitesse de rotation de la Terre sur elle-même (environ 500 m.s"! au niveau de 
l'équateur) est très petite devant la vitesse de révolution autour du Soleil (autour de 
30 km.s” ). Ainsi, l’énergie cinétique due à la révolution autour du Soleil est beau- 
coup plus grande que l’énergie cinétique contenue dans la rotation de la Terre sur 
elle-même?. Cependant, à plus petite échelle, la taille finie de la Terre donne lieu à 
des effets mesurables. Un effet spectaculaire est celui des marées”, qui trouve son 
origine dans le fait que la Terre a une taille finie et que le champ gravitationnel du 
Soleil n’est pas exactement uniforme. 


Blague de physicien 


Un paysan a un problème avec ses poules, elles ne pondent plus aucun œuf. Pour 
y remédier, il essaie toutes les solutions possibles, mais rien ne fonctionne. Il dé- 
cide finalement de demander l'aide d'un ami physicien. Celui-ci va observer les 
poules pendant un long moment, puis se lance dans une série de calculs. Au bout 
d'une heure, il s'arrête et dit : « C'est bon, j'ai trouvé ! » Le paysan, intrigué, lui 
demande : « Ah bon, quelle est donc la solution ? » Le physicien répond : « Bon, 





1. Plus précisément, il faut que l’énergie contenue dans les degrés de libertés ignorés (typiquement 
l’énergie cinétique de rotation) ne se couple pas aux autres formes d’énergie en jeu. Si on considère 
par exemple la balle de tennis de Nadal, l’énergie cinétique de rotation n’est pas négligeable devant 
l'énergie cinétique du centre de masse (Nadal peut faire tourner la balle à près de 5000 tours par minute, 
provoquant une vitesse de rotation de d’environ 15m.s_!, pour une balle qui se déplace à environ 
40m.s"!). Cependant, quand la balle est en l’air, cette énergie n’est que peu couplée au mouvement 
du centre de masse (un peu quand même par l’intermédiaire des frottements sur l’air, qui provoquent 
un effet «Magnus »), de telle sorte qu’on peut considérer la balle comme un point matériel. Cependant, 
lorsque la balle rebondit, il y a un couplage plus important entre le mouvement du centre de masse et 
la rotation, et une partie de l’énergie cinétique de rotation peut se convertir en énergie cinétique du 
centre de masse, provoquant un rebond bien différent de celui d’un point matériel (c’est le lift). 

2. L'énergie cinétique d’un corps solide en rotation autour d’un axe s’écrit 3 Ju? où J est le moment 
d’inertie et w la pulsation. En ordre de grandeur, J + MR?, où M est la masse et R la taille de 
l’objet, de telle sorte que cette énergie cinétique peut s’écrire - MV2, où Vu est la vitesse de rotation 
(Vro = Ruw). Donc si la vitesse de rotation V. est très petite devant la vitesse du centre de masse, 


l’énergie cinétique de rotation sera également petite devant l’énergie cinétique du centre de masse. 
3. La Lune est aussi à l’origine de forces de marées sur la Terre. 
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ma solution ne marche que si les poules sont sphériques et dans le vide. » La 
morale de cette blague (assez connue chez les physiciens mais pas forcément 
drôle pour les non-initiés) est que les physiciens commencent toujours par mo- 
déliser un problème de la manière la plus simple possible, négligeant dans un 
premier temps ce qui ne sont fondamentalement que des corrections au modèle. 
Bien souvent, le non-physicien pourra, lui, penser que le modèle est absurde 
(une poule sphérique par exemple). C'est le « sens physique » qui va permettre 
au physicien de trier entre les hypothèses essentielles et celles superflues. Par 
exemple, imaginons que l'on s'intéresse au mouvement de chute d'un œuf qui 
tombe du haut d'un poulailler En première approximation, on peut le modéli- 
ser comme un point matériel chutant dans le vide. Cette modélisation permet 
d'avoir une première description, pas si mauvaise que ça. Le fait que l'œuf ait un 
volume non nul ne se traduira que par des corrections : le mouvement de rotation 
de l'œuf sur lui-même autour de son centre de gravité (qui, lui, chute quasiment 
comme le point utilisé dans le modèle) et la présence de l'air (poussée d’Archi- 
mède, frottements) ayant un effet faible sur le mouvement de l'œuf. Sans ces 
approximations, le problème de la chute d'un œuf deviendrait insoluble. 


Paradoxe de Zénon 


Une des formulations du paradoxe imaginé par Zénon d'Élée prend la forme 
d'une course à pied entre Achille et une tortue. Achille accorde gracieusement 
une avance de 100 mètres à la tortue. Zénon affirme que, bien qu'Achille coure 
plus vite que la tortue, il ne pourra jamais la rattraper. Voici son raisonnement : 
« supposons pour simplifier le raisonnement que chaque concurrent coure à vi- 
tesse constante, l’un très rapidement, et l'autre très lentement; au bout d'un 
certain temps, Achille aura comblé ses cent mètres de retard et atteint le point 
de départ de la tortue ; mais pendant ce temps, la tortue aura parcouru une cer- 
taine distance, certes beaucoup plus courte, mais non nulle, disons un mètre. 
Cela demandera alors à Achille un temps supplémentaire pour parcourir cette 
distance, pendant lequel la tortue avancera encore plus loin; et puis une autre 
durée avant d'atteindre ce troisième point, alors que la tortue aura encore pro- 
gressé. Ainsi, toutes les fois où Achille atteint l'endroit où la tortue se trouvait, 
elle se retrouve encore plus loin. Par conséquent, le rapide Achille n'a jamais pu 
et ne pourra jamais rattraper la tortue. »' 


PAUSE RÉFLEXIVE 
Comment résoudre ce « paradoxe » ? 





L'étude de la cinématique fera appel au calcul différentiel et à la limite continue. 
Vous verrez en particulier que la notion de dérivée (et d'intégrale) y joue un rôle 
central. 


Dans tout ce livre, nous ne traiterons que la limite non relativiste de la cinématique, 
c’est-à-dire que nous ne décrirons que des mouvements tels que v & c. 





1. Cette formulation est empruntée à Wikipédia. 
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(@UETNIEX 3 


Repérage d'un point 
dans l'espace (-temps) 


@ Référentiel et repère 


Qui dit description d’un mouvement, dit le décrire par rapport à une référence, car le 
mouvement est relatif. Cette référence est appelée un référentiel, et sera notée 7. De fa- 
çon pratique, un référentiel est tout simplement la donnée d’un observateur, ou d’un en- 
semble d’observateurs identiques au repos les uns par rapport aux autres, qui sont munis : 


— d’une horloge (pour mesurer des durées), 
— d’une règle (pour mesurer des longueurs), 


— d’un rapporteur (pour mesurer des angles). 


1.1 À propos du temps 


Chez Newton, le temps est un concept qui revêt un caractère absolu. Autrement dit, il 
s’écoule de la même façon partout et à tout moment. Ainsi, il n’est nul besoin de spécifier 
quelque chose de particulier si ce n’est une origine du temps (arbitraire mais commune 
à tous les observateurs qui font partie d’un même référentiel) et une unité de temps. Par 
ailleurs, tous les observateurs d’un même référentiel sont supposés avoir des horloges 
synchronisées entre elles. 


1.2 Repère spatial 


On se focalise maintenant sur la façon dont on repère spatialement un objet. La position 
du point matériel, noté M, dépend de façon générale du temps t et est caractérisée par 
le vecteur position ONT({), où O est un point arbitraire pris comme origine spatiale. Le 
nombre minimum de paramètres nécessaires pour repérer de façon unique le point M 
(et donc le vecteur position OM) est appelé le nombre de degré de liberté du problème. 
Nous étudierons des problèmes à un, deux ou trois degrés de liberté!. 


Degré de liberté versus dimension de l'espace 


Un problème à un degré de liberté n'est pas nécessairement rectiligne. Par exemple, 
un mouvement circulaire est un problème à un seul degré de liberté, car comme 





1. Si on sort du cadre du seul point matériel, le nombre de degrés de liberté peut être plus grand que 
trois. 
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on le verra on peut fixer la position du point M à l'aide d'un seul paramètre, par 
exemple un angle. Pourtant, le point se déplace dans un espace à deux dimen- 
sions. La différence entre degré de liberté et dimension réside dans le nombre de 
contraintes. Par exemple, (dans le cas du mouvement circulaire il ÿ a 1 contrainte (la 
distance au centre est constante) et 2 dimensions, donc 2 — 1 = 1 degré de liberté. 


Le point M peut être repéré à l’aide d’un système de coordoonées, composé d’un 
ensemble de nombres (les a à et d’un repère associé. Le repère est la donnée 
d’une lee de l’espace et d’une origine’. Cette base permet d’exprimer le vecteur po- 
sition OM( ) en composantes, ainsi que toutes les autres grandeurs vectorielles? telles 
que le vecteur vitesse, accélération, les forces, etc. Reportez-vous à la partie 2 pour 
une description de la base cartésienne et un exemple de base polaire dans le plan. 
Dans la pratique, on choisira OO une base orthonormée, dans laquelle les vec- 
teurs de la base sont unitaires (c’est-à-dire de norme 1) et orthogonaux entre eux*. 
La raison fondamentale pour travailler avec des bases orthonormées réside dans le 
fait que dans ce cas, le calcul du produit scalaire entre deux vecteurs est grandement 
simplifié* 


ee, Choix du système de coordonnées 


| peut exister plusieurs systèmes de coordonnées, et donc plusieurs repères au sein 
d'un même référentiel, et aucun n'a intrinsèquement un statut supérieur. Dans la 
pratique, on choisit le système de coordonnées (et donc le repère) en fonction du 
problème considéré. Le plus souvent, le choix sera dicté par la géométrie ou les 
symétries du système. Si aucune symétrie n'est présente, ce sera le système de co- 
ordonnées cartésiennes. En cas de symétrie de révolution autour d'un axe (symétrie 
axiale), le système de coordonnées polaires (2D) ou cylindriques (3D) sera privilégié. 
Enfin, en cas de symétrie sphérique, il faudra adopter le système de coordonnées 
sphériques. 





1. La définition mathématique d’une base demande que l’ensemble des vecteurs forment une famille 


libre et génératrice. 
2. On parle aussi de base « projective » pour faire référence à cette idée de décomposer (projeter) un 


vecteur quelconque sur cette base. 
3. La base est aussi choisie directe, de telle sorte que le produit vectoriel des deux premiers vecteurs 


de la base donne le troisième vecteur de la base (et non pas son opposé). 








4. Par exemple, dans la base cartésienne à trois dimensions, & - b = Aa dx + ayby + ab; 
Je 1 bi, où les {a;} et {b;} sont les coordonnées des vecteurs À et D dans la base considérée. 
Dans une base non orthonormée, ce produit scalaire (dont la valeur ne dépend d’ailleurs pas de la 
base) s’écrirait re = gij&ib;. Une expression bien compliquée, qui fait intervenir un objet gi; 
(appelé une métrique), et qui mélange donc les coordonnées a; avec les coordonnées b;. 
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(1e) Référentiel et repère 


> 
OM(t) | trajectoire 





O 





Figure 3.1 - L'ensemble des points M(t) définit la trajectoire d'un point matériel M. 


1.3 Trajectoire et relativité du mouvement 


Définition 3.1 SRE EErErEErEEEE EEE Eee serres . 


: La courbe décrite par le point matériel M(t), c’est-à-dire l’extrémité du vecteur : 
! position OM(f) est appelée la trajectoire. È 
Celle-ci est indépédante du système de coordonnées choisi, mais dépend du référentiel, 
c’est-à-dire de l’observateur qui observe. En effet, considérons un référentiel Z d’ori- 
gine O et un référentiel Z” d’origine O’ qui se déplace par rapport au référentiel Z. 


Dans #/, la trajectoire est déterminée par le vecteur position O’'M(t)!, donc 


OM(+) = O'O(+) + OM(+) (3. 


Ainsi, dès que O” ( \(t) dépend du temps, la trajectoire vue dans Z” sera différente 
de celle vue dans Z. Si O’O est un vecteur constant, la trajectoire sera la même, mais 


simplement translatée du vecteur O" ,. 


Exemple 3.1 Relativité du mouvement Dans la figure 3.2, le référentiel 
est celui du sol (matérialisé par un observateur au repos sur le sol), et le référentiel 
Rest celui du train, matérialisé par un observateur au repos dans le train. Chaque 
point représente la position d’une balle, lâchée par l’observateur du référentiel 7, à 
différents instants. Dans le référentiel Z”, le mouvement de chute de la balle est recti- 
ligne vertical. Dans le référentiel , l’allure est une courbe, et on montrera plus tard 
qu'il s’agit d’une parabole. Ainsi, la question « quelle est l’allure de la trajectoire ? » 
n’a de sens que si on précise par rapport à quel observateur. 





1. On a implicitement utilisé t’ — t car les mouvements sont supposés non relativistes. 
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Figure 3.2 - L'allure de la trajectoire dépend du référentiel. Dans le référentiel 7” lié au 
train (dessin de gauche), la trajectoire est rectiligne. Vue par un observateur Z au repos 
par rapport au sol (dessin de droite), la trajectoire est perçue comme étant courbée (c'est 
une parabole). 


F2) Système de coordonnées cartésiennes 





L’énorme avantage du repère cartésien est que les vecteurs qui forment la base carté- 
sienne ne dépendent pas du temps. Pour le moment, cela peut vous paraître une évidence, 
mais on verra dans la section 3 de ce chapitre des bases dites mobiles, pour lesquels les 
vecteurs de base changent avec le point M (exemple des bases cylindrique ou sphérique). 


2.1 Mouvement 1D 


Lorsque le mouvement est unidimensionnel, on peut construire un axe qui contient la 
trajectoire à l’aide d’une origine O et d’un vecteur unitaire €. On peut ensuite repérer 
la position du point M à l’aide d’une coordonnée x telle que le vecteur position s’écrit : 


OM()=2()e , |OM]=l , [el=1 
où x(t) = OM(t) est une grandeur algébrique. 
— 
É 7 





O  x(t) = OM(t) 


Quiz 3.1 


Soit un vecteur Ÿ(t) = v(t) e. Quelle proposition est correcte ? 
1. v(t) est la norme de w(t), donc u(t) > 0 

2. v(t) peut être positif ou négatif 

3. si u(t) est négatif pour une valeur de t, il reste toujours négatif 
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[2] Système de coordonnées cartésiennes 


2.2 Généralisation à 3D 


Les expressions précédentes se généralisent à trois dimensions, en introduisant la base 


orthonormée (€?, e}, €?) et les coordonnées (x(t), y(t), z(#)) du point M à l'instant #, 


OM(+) = (4) &2 + y(t) € + 2(t) €? (3.2) 


Les coordonnées x(t), y(t), z(t) sont, de façon générale, des fonctions du temps qui 
définissent les équations horaires du mouvement. Par souci d’allègement des notations, 
nous ne préciserons pas toujours la dépendance explicite dans le temps, et nous noterons 
par exemple x au lieu de x(t). On peut aussi noter les coordonnées du vecteur position 
en colonne, 


OM ; avec [oi] = 4/2 + y? + 22 (3.3) 
z 











Le triplet (x, y, z) constitue les coordonnées cartésiennes du vecteur OM dans la 
base cartésienne (e}, €}, €). Les vecteurs Te}, ye} et ze: sont les composantes du 
vecteur position. Par ailleurs, 








— — — D D SR D > > Si > _ > 
lle lé l=léIetL . véreeese =e re; = … ee. e; 

Quiz 3.2 

Compléter la phrase suivante pour qu'elle soit correcte. 

Une coordonnée d'un vecteur est plus grande que la norme du vecteur. 

1. toujours 2. jamais 3. parfois 


Quiz 3.3 


Lequel des vecteurs ci-dessous possède une norme égale à une de ses 
coordonnées ? 
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— 
la e te, 4. et b 
Ie 5. bete 
3. € — 3e 6. aucune de ces réponses 


La base est qualifiée de directe si E4 _ € Â €}, où A signifie le produit vectoriel 
entre deux vecteurs (voir le focus ci-dessous). 


Produit vectoriel 


Le produit vectoriel de deux vecteurs est une opération qui renvoie un troisième 
vecteur. C'est une notion qu'il ne faut pas confondre avec le produit scalaire, qui 
renvoie un scalaire!. Si on note d — b À €, on peut déterminer 4 par deux 
méthodes : 

1. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE : le vecteur & est perpendiculaire à b et à € (donc 

perpendiculaire au plan formé par les vecteurs ( b A). Cela donne la direction, 
pour obtenir le sens il faut utiliser la règle de la main droite. 
Si vous enroulez vos doigts de la meta droite 
dans le sens du produit vectoriel (de b vers À, 
cf. ci-contre), votre pouce droit vous indique la 
direction et le sens du produit vectoriel. Enfin, la 
norme est donnée par 


él= fr }ieisna 64 


où 6 est l'angle entre ri et €. On constate ainsi 
que le produit vectoriel retourne un vecteur nul 
si les vecteurs + et € sont colinéaires. 

L'expression (3.4) nous permet de voir que la 
norme de & est égale à l'aire du parallélo- 





| 


gramme formé par les vecteurs b et ©?. 
2. MÉTHODE ANALYTIQUE : les coordonnées de # sont obtenues par 


A b Ce bc, — b,c, 
ay = b, A Cy = b,Cx — b,C, (3.5) 
@; b, C; brCy — byCx 


Rajoutons par ailleurs les propriétés suivantes du produit vectoriel” : 
— — 

— linéarité: & A(Xb + C)=\dAb+8AË 

— antisymétrie : & À b ce. \ à = 

— non associativité : à A(bAC)£(AAb)AT 





1. C'est-à-dire un nombre. Rappelons que ce nombre, et donc le produit scalaire, est invariant par 


changement de système de coordonnées. 
2. Cette remarque sera intéressante ultérieurement pour construire des vecteurs surfaces élementaires. 
3. Donnons enfin une dernière propriété intéressante, qui relie le produit vectoriel au produit scalaire 


à travers le produit mixte [Ÿ, Ÿ, ë] € (RAP): (PAR) d=(RAd).P. 
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(2) Système de coordonnées cartésiennes 


Quiz 3.4 


Quel vecteur représente le mieux & /||& ||? 
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Quiz 3.5 


Soit le vecteur & de la figure ci-après. Que vaut la coordonnée selon y du vecteur 
— 9 
a 7 





1. [a sing 4. | à || /sing 
2. [F& || cos 5. IFæ || / cos 
3. [a ||tan 6. | à || /tanç 
Quiz 3.6 


Quelle proposition décrit le mieux ce que représente le produit scalaire & : b ? 


1. la norme d'un vecteur qui pointe dans une direction entre # et D (en haut à 
droite) 
— 
. la projection de # sur b 
. la projection de # sur b multipliée par la norme de b 
. un vecteur qui pointe dans une direction entre & et b (en haut à droite) 


. un vecteur perpendiculaire à & et b 


OO U1 BB © N 


3 : TK 
. un vecteur dans la direction de b 
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Quiz 3.7 


Quelle proposition décrit le mieux ce que représente le produit vectoriel & À b ? 
p 


/ 0 
£ 


. un vecteur qui pointe dans une direction entre « et b (en haut à droite) 
. un vecteur perpendiculaire à & et b pointant vers vous 


. un vecteur perpendiculaire à & et b pointant derrière la feuille 


FR © N° — 


. la norme d'un vecteur qui pointe dans une direction entre & et b (en haut à 
droite) 


— 
5. la projection de & sur b 


Re nd re : $ Hé 
6. la projection de & sur b multipliée par le sinus de l'angle entre # et b 


€ Systèmes de coordonnées cylindriques et 
sphériques 





3.1 Système de coordonnées polaires (2D) 


À deux dimensions, on peut utiliser un autre système de coordonnées pour repérer un 
point dans l’espace, le système de coordonnées polaires. Celui-ci est défini par des co- 
ordonnées polaires (p,) et une base orthonormée (e}, €) dépendant du point M, 
tel que 


> —> > 
ie -m . )S . [Of-e co 
Avec par ailleurs ||e}|| = |[&/|| = 1 et e} : &} — 0. Ainsi, p est la distance à 


une origine O et @ est un angle orienté ($ € ]— Tr, T]) par rapport à un axe de référence 
quelconque. Le vecteur e> indique une direction radiale extérieure par rapport à l’origine 
O. La direction du vecteur & est appelée orthoradiale. L’angle 4 étant orienté, il faut 
bien faire attention de positionner e dans le sens des @ croissants. 

Les coordonnées polaires sont reliées aux coordonnées cartésiennes par les relations 
trigonométriques suivantes, 


T=PCOSP , y—=psnyp 


Les vecteurs de la base polaire dépendent du point M considéré. Si le point M({) se 
déplace dans le temps, la base polaire dépendra aussi, à priori, du temps. C’est la raison 
pour laquelle on parle de base mobile. Pour déterminer explicitement cette dépendance 
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Es] Systèmes de coordonnées cylindriques et sphériques 











17 Lu eg(0) e?(t) 
M(6) : 
yCŒ)E-------- ? ; 
| D,” M(+) 
SA | KE) 
0e r(t) z 0 ë 


Figure 3.3 — Système de coordonnées cartésiennes versus polaires à 2D. Les vecteurs 
unitaires de la base polaire dépendent du point M. 


temporelle, on peut décomposer les vecteurs de la base polaire dans la base cartésienne 


fixe!, 


ep(t) = cosp(t)e +sinçglt)e, , eg(t) =—sinp(t)e +cosv(t)e, (GT 


Ainsi, la dépendance de ces vecteurs est codée dans l’angle ((t). On note en parti- 
culier que ces vecteurs ne dépendent pas de p(t) (ce qui n’est pas étonnant par analyse 
dimensionnelle). 


Quiz 3.8 


Un mobile se déplace sur un plan de façon radiale par rapport à l'origine O. Que 
dire ? 


1. €} et EM dépendent du temps 3. a seulement dépend du temps 
2: e} seulement dépend du temps 4. ni e} ni ce ne dépendent du temps 
Quiz 3.9 


Un mobile se déplace sur un plan en décrivant un cercle autour de l'origine O. Que 
dire ? 


le e et à dépendent du temps 3. e seulement dépend du temps 
2. e} seulement dépend du temps 4. ni me ni e ne dépendent du temps 





PAUSE RÉFLEXIVE 
Existe-t-il un mouvement (plan) pour lequel M soit constant, mais pas e? 


N N 


L’utilité technique de cette base, qui semble à priori compliquée à cause de sa 
dépendance temporelle, sera apparente lors de l’étude des mouvements circulaires. Mais 





1. Passez le temps qu’il faut pour être en mesure de retrouver ces résultats en moins de 30 secondes. 
L’astuce consiste à faire un dessin en positionnant toujours le point M dans le premier quadrant (de 
telle sorte que sing > 0 et cosw > 0). On retrouve ensuite les facteurs en cos et en sin en prenant 
les cas limites @ — O et — x/2, et en constatant que la projection de es sur eZ est négative (d’où 
le signe — dans l’équation (3.7)). 


49 


Chapitre 3 + Repérage d'un point dans l'espace (-temps) 


d’ores et déjà, vous pouvez constater que l’expression du vecteur position OM est plus 
compacte que celle exprimée dans la base cartésienne. Par ailleurs, si la trajectoire est 


circulaire, p ne dépend plus du temps, et ainsi la seule dépendance temporelle du vecteur 


position est codée dans le vecteur €} (t), c’est-à-dire in fine dans l’angle (t). 


Coordonnée ou composante ? 


À noter, les coordonnées polaires du point M sont (p,4), mais les coordonnées 


du vecteur position OM dans la base polaire sont (p,0). Il n'y a pas d'incompa- 
tibilité, puisqu'il ne faut pas confondre coordonnées d'un point et coordonnées 
d'un vecteur!. En particulier, les coordonnées d'un point ne sont pas nécessai- 
rement de la même dimension (par exemple dans le système de coordonnées 
polaires, il ÿ a une longueur et un angle), alors que les coordonnées d'un vec- 
teur sont toutes de même dimension’. Pour éviter la confusion, on réserve dans 
certains ouvrages de physique le terme de coordonnées pour les points et 
composantes pour les vecteurs. Nous ne faisons pas ce choix ici, la notion de 
composante d'un vecteur est réservée à la partie vectorielle d'un vecteur. Ainsi, 
la composante d'un vecteur parallèle à un plan est le vecteur projeté orthogonal 
sur ce plan. 


3.2 Système de coordonnées cylindriques (3D) 


Le système de coordonnées cylindriques est une généralisation à trois dimensions du 
système de coordonnées polaires. Il suffit de compléter la base polaire avec le vecteur 
unitaire €> (qui est commun avec le système de coordonnées cartésiennes). Un point M 
est ainsi repéré avec les trois coordonnées (p, 4, z). La base cylindrique (e?, cé, €) 


est directe car €? = €} Â ue 








eY 








1. La confusion étant entretenue par le fait qu’un point du plan peut être vu comme un élément de R?, 
donc comme un vecteur... Ceci n’est cependant plus vraie en relativité générale, car il n’existe plus de 


vecteur position dans un espace courbe ! 
2. Car nous faisons ici le choix d’avoir des vecteurs de base sans dimension. 
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Es] Systèmes de coordonnées cylindriques et sphériques 


Le vecteur position s’écrit 


p 
OM()= pee) +2 , OM|o , |OM]-/#+2 6 
Z 


La coordonnée p s’interprète maintenant comme étant la distance à l’axe (Oz) (et 
non pas la distance à l’origine O, comme dans le cas 2D). 

Ce système de coordonnées est très utile dès lors que le problème possède une symé- 
trie axiale, c’est-à-dire dès que la situation étudiée possède une invariance par rotation 
autour d’un axe donné. 


__ Exercice 3.1 





On considère une hélice de rayon R et de pas h. Montrer que l’on peut caractériser 
la position d’un point M sur l’hélice grâce à l’angle (p tel que 


OM=Re+h3e 
T 











3.3 Système de coordonnées sphériques (3D) 


Le système de coordonnées sphériques est utile pour décrire la trajectoire d’un objet 
lorsque le problème est invariant par rotation autour d’un centre, noté O. Les coordon- 
nées sphériques d’un point M sont notées (r., 0, ), elles sont donc constituées d’une 
longueur, représentant la distance au centre O, et de deux angles. Dans le contexte où 
les coordonnées sphériques sont utilisées pour décrire la position d’un point sur une 
sphère, l’angle 4 est appelé la colatitude (car c’est l’angle complémentaire de la latitude 
À = 7/2 — 0), tandis que l’angle 4 est appelé longitude. 





œŸ 





Le vecteur position s’écrit : 


OM(+) =r(t)e(t) , OM avec [on] =F (3.9) 


S ©: 
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€ est donc un vecteur radial unitaire pointant vers extérieur (à l’opposé 


de l’origine). Les coordonnées sphériques sont reliées aux coordonnées cartésiennes par 
les relations 


Le vecteur 


xæ=rsinO@cosp , y—=rsinb@sing , z2—=rcosé 


Et les vecteurs de base se décomposent de la façon suivante dans la base cartésienne, 


EM — sin 4 cos €? + sin Ÿ sin y €} + cos Î €? 
ep = cos 0 cos €? + cos O sin y €} — sin Ÿ €? (3.10) 
M = — singe? + cospe} 


Le vecteur e est le même que celui du système de coordonnées cylindriques (cf. 
équation (3.7)). Pour trouver €; et et, il suffit de raisonner dans le plan (M, ë:, eh 
Ce plan contient les vecteurs e et e} (des coordonnées cylindriques). On peut donc 
exprimer er et € en fonction de ces derniers, 


Ed — cos €} + sinŸe} ; €? — — sin 0 €? + cos 0 €} 


— 


En remplaçant e; par son expression (3.7), on retrouve finalement les équa- 


tions (3.10). 
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Cinématique 1D 


Avant d'introduire la cinématique à trois dimensions, commençons par la situation uni- 
dimensionnelle, afin de sentir physiquement ce qu’il se produit lorsque l’on passe de la 
position à la vitesse, puis de la vitesse à l’accélération (et vice versa). 


En Position et vitesse 





1.1 Vitesse moyenne versus vitesse instantanée 


Soient x; — OM(t;) les coordonnées du point M aux temps {t;};_-12. Notons par 
ailleurs Az = %2 — æ1 et At = t2 — t, (supposé positif, c’est-à-dire t» > t1). On 
définit la vitesse moyenne entre les instants {1 et {> comme étant 


Ax 
Umoy — At — Umoy (T1; T2, L1, to) (4.1) 


C’est une fonction de quatre variables, qui donne une information globale sur la rapi- 
dité du mouvement entre t, et {>, mais qui ne dit pas ce qu’il se passe à chaque instant. 
Pour obtenir une information locale, on définit la vitesse instantanée à l’instant #, qui 
consiste à faire tendre At vers zéro, de telle sorte que 

li Ax déf dx 
= lim — = — 

At-0 At dt 

À noter, V, peut être positif ou négatif, c’est une valeur algébrique! . On introduit une 
notation très fréquente en physique, qui consiste à noter la dérivée temporelle avec un 
point au-dessus de la fonction, 


Ur(t) (4.2) 


. déf dr 
Se 4.3 
ET (4.3) 
À l’aide de cette notation, le vecteur vitesse dv (t) s'écrit 
V(8) = 0. (es = (ee (4.4) 


On peut écrire la relation précédente sous la forme de la dérivée du vecteur position 
——— = 
OM(t) = x(t)e;, car 











— —> 
dOM 4 me din des aoM 
= aq EE) = (De +r d vd PU 
ee 
= 0 





1. Attention donc de ne pas confondre v. avec la norme de ni (souvent notée v). 
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— 


où on a utilisé la règle de Leibniz! pour la dérivée. Puisque le vecteur e; ne dépend pas 


du temps, dériver le vecteur OM revient ici à former le vecteur dont la coordonnée est 
—— 
la dérivée de la coordonnée de OM. 


Ambiguité de langage 


La langue française est parfois un peu ambiguë. Lorsque l'on parle de vitesse, 
on ne sait pas si on parle du vecteur vitesse ou bien de la norme du vecteur 
vitesse (voire d'une coordonnée du vecteur vitesse). C'est le contexte qui vous 
permettra de le savoir, même si dans ce livre, on s'efforcera de toujours parler du 
vecteur vitesse lorsque l'on veut explicitement parler du vecteur. En anglais, ce 
problème ne se pose pas puisqu'il existe deux mots différents pour distinguer 
ces deux concepts : « velocity » signifie vecteur vitesse, tandis que « speed » fait 
référence à la norme du vecteur vitesse (donc toujours positif). 


Quiz 4.1 


Un mobile se déplace sur une surface horizontale. || émet des flashs lumineux à des 
intervalles de temps égaux. La position de ces flashs est représentée sur la figure 
ci-dessous. Le premier flash se produit juste quand l'objet commence à se déplacer 
et le dernier flash juste au moment où il se met au repos. 


déplacement 


Lequel des graphiques ci-dessous représente le mieux la (coordonnée du vecteur) 
vitesse de l'objet en fonction du temps ? 











1.2 Représentations d'espace-temps 


Une représentation d’espace-temps est la représentation x(t) de la position x en fonction 
du temps t. Puisque la vitesse instantanée est la dérivée de la position, on peut lire 
graphiquement la vitesse instantanée v, (t) comme la pente de la courbe x(t) à l'instant 
considéré. Une pente vers le haut (positive) signifie une vitesse positive’, une pente vers 
le bas (négative) une vitesse négative. Enfin, si la pente est nulle en un point, la vitesse 
s’annule en ce point. 





1. C’est la règle de la dérivée d’un produit de deux fonctions, (uv) = u’v + v'u. 
2. Plus précisément la coordonnée du vecteur vitesse est positive. 
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LE] Position et vitesse 


__ Exercice 4.1 





Comment interpréter graphiquement la vitesse moyenne ny Sur une représentation 
d’espace-temps représentant x(t) ? 











Quiz 4.2 


Le graphique suivant représente la position de 

deux trains roulant sur des rails parallèles. Sur le 

trajet entre { — O0 et to, 

1. la vitesse moyenne sur le trajet À est plus 
grande que celle sur le trajet B 

2. la vitesse moyenne sur le trajet À est égale à 
celle sur le trajet B 

3. la vitesse moyenne sur le trajet À est plus petite 
que celle sur le trajet B 





Quiz 4.3 

On considère de nouveau les trains du quiz 4.2. Quelle proposition est vraie ? 
1. à l'instant to les deux trains ont la même vitesse 

2. les deux trains ont toujours la même vitesse 

3. à un moment donné avant t, les deux trains ont eu la même vitesse 


__Exercice 4.2 





Déterminer le signe de v, pour les points À, B, D, E, F de la figure ci-dessous. 














Quiz 4.4 


Une voiture parcourt un trajet rectiligne d'un point À à un point B, en se déplaçant 
à des vitesses variables (avec des phases d'accélération et de décélération quel- 
conques). Existe-t-il nécessairement un instant { pour lequel la vitesse instantanée 
v(t) soit égale à la vitesse moyenne. 


1. oui 2. non 3. on ne peut pas conclure 
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1.3 Problème inverse : équation horaire 


Parfois on connaît la vitesse, c’est-à-dire que l’on dispose de la fonction vw. (t), et l’on 
cherche la position æ(t), c’est-à-dire l’équation horaire du mouvement. Dans ce cas, la 
relation v, = % peut s'intégrer entre des instants {, et { pour donner 


GE “wo s = Î o,(#)df (4.5) 


Pour déterminer complètement x(t), il nous faut une condition initiale qui permet de 
déterminer la constante x(t6). Généralement, les limites à considérer seront to = 0 ou 
des limites asymptotiques telles que ty — +oo. 


| Focus | Interprétation du déplacement comme l'aire sous 


une courbe 








L'expression (4.5) permet de voir que le déplacement x(t) — x(to) s'interpète graphi- 
quement comme l'aire sous la courbe de la vitesse en fonction du temps. Ainsi, plus 
cette aire est grande, plus grand sera le déplacement. Pour une même aire, mais 
des fonctions v,(t) différentes, le déplacement sera le même. 


Ux(t) 


aire = x(t2) — x(t1) 





li la 
Quiz 4.5 
Un mobile se déplace selon un axe (Ox) à une vitesse vw, (t) telle que représentée 
ci-dessous. 

Va(t) 

Par rapport à son point de départ situé en x = 0, 
son point d'arrivée à { = {; est tel que 
1e a(t;) < 0 
2. xt) =0 0 ii 
3. a(t;) > 0 lt 


Exemple 4.1 mouvement à vitesse constante Lors d’un mouvement à 
vitesse constante Vo, l'équation horaire s’écrit, en posant to — 0 et xo = x(to), 


t 
= | wdt =  x(t) = vot + To 
0 
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2] Accélération 


__Exercice 4.3 





On suppose que la vitesse d’un objet s’écrit v,(t) — voexp(—t/T). Donner la 
dimension de 7 et tracer l’allure de v,(t). Enfin, déterminer l’expression de x(t) et 
tracer son allure. 











1.4 Transformations de Galilée 


Imaginons deux référentiels en translation rectiligne l’un par rapport à l’autre à la vitesse 
TR! 14) = vez. On suppose, sans perte de généralité, que deux observateurs, O fixe 
dans Z et O’ fixe dans 7, coincident à l’instant { — 0. Ainsi, 00? = vt é:. D’après 
l’équation (3.1), les coordonnées ({,x) d’un événement quelconque ayant eu lieu en 
un point M d’abscisse x à l’instant { dans le référentiel Z sont reliés aux coordonnées 
(t', x’) dans le référentiel Z/ par les transformations suivantes, appelées transformations 
de Galilée : 





É=t et x'=x—vt (4.6) 


Ces transformations de Galilée, qui paraissent si naturelles et incontournables, ne sont 
en fait vraies que pour des mouvements non relativistes. Dès lors que les référentiels Z 
et Z” ont des vitesses relatives proche de la vitesse de la lumière, on doit remplacer les 
transformations de Galilée par les transformations de Lorentz. 


à Accélération 





Lorsqu'on a bien compris le passage de la position à la vitesse, le passage de la vitesse 
à l’accélération devient immédiat car il s’agit de la même opération mathématique (une 
dérivée temporelle). 


2.1 Mouvement accéléré/décéléré 


De la même façon que pour la vitesse, on définit une accélération moyenne aänoy et une 
accélération instantanée. L’accélération moyenne s’écrit 
AV  Vo—V 
Amoy = es = 5, — Amoy(U1, V2, L1, La (4.7) 
y At to _ ti y( ? 1 ul ) 


tandis que l’accélération instantanée correspond à la limite At — O, 


“$ A: dus 4 e) dé A8 
TAivo At dt d\dt/ de 


Ainsi, l’accélération est la dérivée première de la vitesse, et donc la dérivée seconde 
de la position. On introduit la notation # pour représenter la dérivée seconde, 


Gx(t) 





2 
L dés d T 
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A noter, à, est la coordonnée de l’accélération selon l’axe x. C’est donc une grandeur 
algébrique qui peut être positive ou négative. 


| Focus | Nullité de l'accélération 


Pour un mouvement rectiligne, l'accélération s'annule lorsque la vitesse a un extre- 
mum (minimum ou maximum), mais l'accélération ne s'annule pas nécessairement 
lorsque la vitesse s'annule!. 


Comme pour la vitesse, on peut écrire les expressions précédentes sous forme 
vectorielle, afin de préparer la suite de ce chapitre. Le vecteur accélération s’écrit 


4 ss cs = dv 
a ee SES, = — ame 
d = ae; — d e at ) 


EM ne dépend pas du temps. Aïnsi, le vecteur accélération 


où on a utilisé le fait que 
est la dérivée du vecteur vitesse. On rappelle que dériver un vecteur dans une base fixe 


(comme la base cartésienne) revient à dériver les coordonnées de ce vecteur. 


Définition 4.1 nernenenennnenenneneeeeennennensenenee nennenneneeeennennenneneenennenenneneeneeneneneneeneenennenensense : 
Accéléré versus décéléré +: 


Un mouvement rectiligne est dit accéléré si à et Ÿ sont dans le même sens : 
ayVx = & + V > 0. En effet, dans ce cas la norme [u,| de la vitesse augmente car 
__ du dfi, 
sauge = 7 (5%) 


: Et donc a;v; > 0 implique que v? soit croissant. À contrario, un mouvement est 





dit décéléré si & et Ÿ sont de sens OPPOSÉ : AyUx = À * D < 0. Dans ce cas, |v,| 
diminue. On verra plus loin la généralisation de cette définition dans le cas d’un 


J mouvement 3D (cf. équation (5.14)). 
Quiz 4.6 


On considère de nouveau le mobile du quiz 4.1. Lequel de ces graphes représente 
le mieux l'accélération de l'objet en fonction du temps ? 








1. Bien que cela puisse arriver. D'ailleurs, amusez-vous à tracer l’allure de la courbe x(t) qui produit 
un tel scénario. 
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Eà Accélération 


Au-delà de l'accélération : jerk, snap, etc. 


La dérivée de l'accélération s'appelle le jerk, et celle du jerk le snap. En gé- 
néral, ces quantités ne nous seront pas utiles dans les lois de la mécanique, 
car la dynamique d'un système est pilotée par des forces et que celles-ci sont 
proportionnelles à l'accélération d'après les lois de Newton. Cependant, ces 
grandeurs jouent un rôle important en pratique, par exemple dans le confort 
de la conduite d'une voiture ou du freinage d'un tramway. Si l'accélération 
change brutalement de pente (par exemple lors d'un changement de rapport 
d'une boîte de vitesse manuelle), le jerk est important et on ressent un « à- 
coup ». C'est aussi ce même à-coup que l'on ressent quand on monte sur un 
tapis-roulant, l'accélération est d'abord nulle, puis augmente, rediminue puis 
devient nulle. Dans les transports, la norme de confort préconise de ne pas 
dépasser un jerk de 8m.s *. De même, sur des rails de train, lors des virages, 
pour minimiser le jerk (changement trop brutal d'accélération), il est commun 
de prendre une trajectoire de clothoïde!. Pour davantage de détails sur l'effet 
d'un jerk, d'un snap, ou de dérivées d'ordres supérieurs, voir l'article de D. Eager 
et al., « Beyond velocity and acceleration : jerk, snap and higher derivatives », 
European Journal of Physics 37, 6 (2016), disponible en accès libre via le lien 
http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0143-0807/37/6/065008 


| Fous | Ambiguïté de language 


La langue française est également ambiguë sur le mot accéléré. En effet, de façon 
très répandue en physique, un mouvement sera dit accéléré à partir du moment où 
le vecteur accélération est non nul, qu'il soit dans le sens du vecteur vitesse ou dans 
le sens opposé. Mais physiquement, il peut être réellement accéléré, au sens où la 
norme de sa vitesse augmente, ou bien physiquement décéléré, au sens où la norme 
de sa vitesse diminue. Encore une fois, c'est le contexte qui vous aidera. 


Quiz 4.7 


La figure ci-dessous représente un skieur prenant de la vitesse en dévalant une piste 
en ligne droite. Par quelle flèche la direction de l'accélération du skieur est-elle la 
mieux représentée ? 











1. Une clothoïde est une courbe dont la courbure est proportionnelle à l’abscisse curviligne. Voir la 
section 4 du chapitre 5 pour l'introduction de ces concepts. 
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Quiz 4.8 


Une voiture se déplace en ligne droite. Le conducteur appuie sur le frein, la voiture 
ralentit. Quel est le sens de l'accélération ? 


1. vers l'avant 3. vers le haut NAT 

ie 5. l'accélération est nulle 
2. vers l'arrière 4. vers le bas 
Quiz 4.9 


Vous jetez une balle en l'air verticalement. Au moment où elle atteint son point le 
plus haut, 


1. sa vitesse et son accélération sont nulles 

2. sa vitesse n’est pas nulle mais son accélération est nulle 
3. sa vitesse est nulle mais son accélération n'est pas nulle 
4. ni sa vitesse ni son accélération ne sont nulles 


Quiz 4.10 

À quelle condition la vitesse moyenne d'un mouvement est égale à la moyenne 
des vitesses initiale et finale, (v; + v;)/2? 

1. l'accélération doit être constante 


2. c'est vrai pour d'autres mouvements que le mouvement uniformément accéléré, 
mais pas pour tous les mouvements 


3. c'est vrai pour tous les mouvements 


2.2 Retour sur les diagrammes d'espace-temps 


Graphiquement, la dérivée seconde d’une fonction s’interprète comme la concavité (ou 
courbure) de la courbe. Une concavité orientée vers le haut signifie une dérivée seconde 
positive, une concavité vers le bas une dérivée seconde négative. Ce résultat est immédiat 
si on considère l’évolution de la pente de la tangente quand on se déplace sur la courbe : 
une courbure vers le haut signifie que la pente augmente, donc la pente étant la dérivée 
première, la dérivée première augmente, ce qui signifie que la dérivée de cette quantitée, 
c’est-à-dire la dérivée seconde, est positive. 


Quiz 4.11 
Un train roule sur un rail en ligne droite. Le graphique montre sa position en 
fonction du temps. 
position 
D'après le graphique, on peut conclure que le train 
1. accélère tout le temps 
2. décélère tout le temps 
3. accélère au début et décélère ensuite 
4. se déplace à vitesse constante 


temps 
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[3] Exemples de mouvements unidimensionnels 


__ Exercice 4.4 





Déterminer le signe de a, pour les points À, B, D, E, F de la figure ci-dessous. 














2.3 Problème inverse 


Si on connaît a. (t), on remonte à v.,(t) en parfaite analogie avec ce qui a été vu pour la 
vitesse. Ainsi, 





_ du, (t) = Ux(t) _ Us (to) — Je ax(t)dt 


te 
GS, à 


Cette expression nous permet d'interpréter l’aire sous la courbe a, (t) entre deux 
instants {, et {> comme étant l’incrément de vitesse v,(t>) — v,(t1) entre ces deux 
instants. 


Quiz 4.12 


Le graphique ci-après représente l'évolution de l'accélération d'un mouvement 
rectiligne en fonction du temps. 

Que dire de la vitesse v(t;) à l'instant t;, par rapport à 
celle v à l'instant initial ? 

EAU 


2. 
3. v 
4. 





Exemples de mouvements unidimensionnels 





3.1 Mouvement rectiligne uniforme 


Si l'accélération est nulle, le mouvement est tel que 


alt = 0. + =, Se ED ue EG 
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où x, est la position initiale et v, la vitesse initiale (x9 et vo sont des grandeurs al- 
gébriques, qui peuvent être positives ou négatives). On peut aussi écrire les équations 
précédentes sous forme vectorielle, 


de 0 Tue — OM(t)= (vt+0)e 








3.2 Mouvement rectiligne uniformément accéléré 


Pour un mouvement uniformément accéléré et rectiligne, on peut écrire 


1 
Gr(t)= 00 = Ult)=aot+vo —  x(t) = sut + vot + To 


On retrouve ici le cas de la chute libre verticale dans le champ de pesanteur (avec 
ao = —g si on met l’axe des x vertical vers le haut). Vectoriellement, on écrit 


— 1 
4 —= ape ee dv (t) —= (aot-+vo)ez A OM(t) = ( at” + Vot + 0) e 


__Exercice 4.5 
Montrer que si aovo > 0, il n'y a qu’une seule phase du mouvement, sinon il y a 
deux phases (une décélération puis une accélération ou une accélération puis une 





décélération). 








__Exercice 4.6 
Montrer que dans le cas d’un mouvement uniformément accéléré ao, on peut relier 
la vitesse v du mobile à sa position x par la relation 


v?(x) — 05 = 2ao(x — To) 


où v, est la vitesse du mobile lorsque celui-ci est à la position xo. 











Quiz 4.13 


Un avion se positionne en bout de piste en vue de son décollage. On suppose 
qu'il accélère de façon constante. Au bout de 500 m, sa vitesse vaut V. Oue vaut 
sa vitesse au bout de 1000 m ? 

1. environ 40% plus grande que V 3. le double de V 

2. 50% plus grande que V 4. quatre fois plus grande que V 


3.3 Mouvement rectiligne harmonique 


Le mouvement sinusoïdal (appelé aussi mouvement harmonique) est un exemple 
fondamental en physique. Ce mouvement est tel que 





x(t) = 0 cos(wt + d) (4.10) 
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[3] Exemples de mouvements unidimensionnels 


où &, est l'amplitude, w la pulsation (reliée à la période T de l’oscillation par la relation 
w = 2) et @ une constante! . La vitesse et l’accélération se déduisent très simplement 
en dérivant, 


Va(t) = —-rowsin(wt +p) , as(t) = —row” cos(wt + @) 
Ainsi, la position et la vitesse sont en quadrature de phase (déphasage de 7 /2 : quand 
l’un s’annule, l’autre est extremum), tandis que la position et l’accélération sont en op- 


position de phase (déphasage de 7 : quand l’un est maximum, l’autre est minimum). Sur 
la courbe ci-dessous, on a représenté x(t), v,(t) et a;(t). 


Ab Ar 


Un objet est attaché à un ressort et oscille de façon sinusoïdale. La figure ci-dessous 
représente sa position en fonction du temps. 


Quiz 4.14 





Au point P, l'objet a : 

1. une vitesse négative et une accélération négative 
2. une vitesse négative et une accélération positive 
3. une vitesse positive et une accélération positive 
4. une vitesse positive et une accélération négative 





1. Cette constante, qu’on appelle une phase, est en fait reliée au choix de l’origine des temps, et peut 
donc être choisie nulle par redéfinition de cette origine. Elle est reliée à la valeur de x au temps t = 0 
car æ(t = 0) = x cos @. 
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Quiz 4.15 

On considère la figure du quiz 4.14. Soient les deux propositions suivantes : 
P; : à un moment, l'objet a une vitesse nulle et une accélération non nulle. 
P; : à un moment, l'objet a une vitesse nulle et une accélération nulle. 

Que peut-on dire ? 

1. seulement P, est vraie 3. P, et P; sont vraies 

2. P, et P, sont fausses 4. seulement P, est vraie 


__ Exercice 4.7 





Un objet est attaché à un ressort. On écarte l’objet de sa position au repos et on le 
lâche sans vitesse initiale. La position æ(t) de l’objet est représentée ci-dessous. 


x(t) 


Quels graphes (parmi À, B et C ci-dessous), représentent respectivement la vitesse 
puis l’accélération en fonction du temps ? 


Al Bl 
DR RD A PS, OR TNT 
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Cinématique 2D et 3D 


ÉD Vitesse et accélération 





1.1 Vitesse 


La vitesse est une grandeur vectorielle. Elle est définie à un instant donné par une 
généralisation de la formule valable dans le cas 1D, à savoir 


=. _… M(i)M(é + At 
UO= nr + VO) En  — 


> — > 
En remarquant que M(t)M(t + At = OM(t + At) — OM(t) = AOM, on en 
déduit que l’on peut écrire la vitesse comme la dérivée du vecteur position OM(t), 








> => 
AOM M 
d(t) = lim Où 6 


Aës0o At dt G-D 


eS 
L'expression (5.1) fait intervenir un vecteur déplacement élémentaire dOM qui est 
+ 
tel que dOM = dt. 





MG) és 
(E) M(t)M(t + At) 00 v (6) 
M(t + Ai) fs FE 
———>; OM(+) 
At—0 
— 
Mt + At 
o OM(t + At) O 
Figure 5.1 - Définition du vecteur vitesse. Celui-ci est en tout point tangent à la 
trajectoire. 


Vecteur vitesse et trajectoire 


Le vecteur vitesse est porté par la tangente à la trajectoire, comme on peut le voir 


sur la figure 5.1. Cela provient du fait que le vecteur M(t)M{(t + At) tend vers la 
tangente à la courbe au point M(t) quand At — 0. Ainsi, le vecteur déplacement 


élementaire dOM est lui aussi tangent à la trajectoire. 


Dans un repère cartésien, puisque les vecteurs de base ne dépendent pas du temps, 
on a simplement 


V(t)=i(t)e+y(t)e +i0)e , dOM = dr €? + dy + dre (5.2) 
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Cette formule généralise trivialement celle obtenue dans le cas 1D, équation (4.4). 


Quiz 5.1 


Soit un vecteur a (t) qui dépend du temps. On suppose que ce vecteur garde une 
norme constante et tourne autour d'un axe perpendiculaire à la feuille, comme 


2 Re se d 
représenté ci-dessous. Quelle est la direction et le sens du vecteur 2 ? 








[3 cela dépend de la 
vitesse de rotation 





__ Exercice 5.1 





d 
Montrer que si w(t) est un vecteur unitaire dépendant du temps, de L %. 


Montrer que cette propriété reste vraie pour tout vecteur dont la norme est une 











constante. 
Quiz 5.2 
On considère la proposition suivante : 
> _dv IT | = alv|| 
dt dt 
Cette proposition est-elle correcte ? 
1. oui 2. non 


1.2 Vecteur vitesse en coordonnées polaires/cylindriques 


Avec le système de coordonnées polaires (p, ç) et sa base mobile associée (7, e3), le 
vecteur vitesse s’écrit 


—— re 

dOM d . an, “de 
Fes. 2e t = Can, 
DD = = LOS) = 8 +0% 


Il nous faut dériver le vecteur €} par rapport au temps. Pour cela, partons de la décompo- 
sition du vecteur €} dans la base fixe (ei, €) (voir équation (3.7)). On trouve (faites-le 


pour vous entraîner) : 


de . 
n =& (5.3) 
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Vitesse et accélération 


Aüinsi, le vecteur vitesse en coordonnées polaires s’écrit 
. — 5 + 
Ÿ = PE + pps (5.4) 
La généralisation au système de coordonnées cylindriques est immédiate, 


d'=jetppe tie) (5.5) 


On peut aussi retrouver ce résultat géométriquement, de façon plus rapide et élégante, 





en décomposant le vecteur déplacement élémentaire dOM dans la base cylindrique. 
Commençons par le cas 2D en coordonnées polaires. Lors d’un déplacement élementaire 
du point M, correspondant à des changements de coordonnées dp et dy, le vecteur dOM 
peut s’écrire comme la combinaison d’un déplacement dp dans la direction radiale ë, 
et d’un déplacement pd dans la direction orthoradiale ect. 








SA 


O 





Figure 5.2 - Vecteur déplacement élémentaire en coordonnées polaires. 
Aïinsi, 
— 
dOM = dp €} + pdy es (5.6) 


On retrouve l’expression (5.4) en divisant l’expression précédente par dt pour for- 
mer la vitesse’. La généralisation 3D est immédiate : il suffit de rajouter un déplacement 
élémentaire dz €? dans la direction e2 (perpendiculaire au plan de la feuille sur la 
figure 5.2), 


dOM = dp&} + pdype + dz €? (5.7) 





1. Les calculs sont menés à l’ordre 1 dans les infiniments petits dp et dy (on néglige en particulier les 
termes en dpdy). La raison est que par la suite, on divisera par dt, puis on fera tendre les infiniment 
petits vers zéro (dt, dy, d0 — 0). Ainsi, les termes qui auront été négligés disparaissent finalement et 
le résultat (5.4) est en fait exact. C’est le principe du calcul infinitésimal (ou différentiel), qui demande 


beaucoup de maturité pour être maîtrisé. 
2. Un mathématicien pointilleux pourrait râler que l’on divise des infiniments petits entre eux (tel que 


dx/dt. En effet, le mathématicien préfère la notion de différentielle totale exacte à celle d’infiniment 
petit d’ordre un. Physiquement, vous ne vous tromperez jamais à manipuler les infiniment petits comme 
correspondant à des variations finies. 
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1.3 Vecteur vitesse en coordonnées sphériques 


Dans le système de coordonnées sphériques, on obtient pour la vitesse 





9 = 10 _ à 
Ddé id 





Figure 5.3 —- Déplacement élémentaire en coordonnées sphériques. 


En reprenant les expressions (3.10) des vecteurs de la base sphérique, on montre que 
(faites-le pour vous entraîner) : 





de nu en ns 
pr = 0e +sn0vpe, (5.8) 


Ainsi, la vitesse s’écrit finalement : 


D = ie +rh8+rsn0 ge | (5.9) 


Comme pour les coordonnées cylindriques, il est possible de retrouver ce résultat de 





façon géométrique, en décomposant le déplacement élémentaire dOM en trois dépla- 
cements : rd6 selon ex r sin 0 selon EM et dr selon €; (voir la figure 5.3), de telle 
sorte que 


dOM = dr &? + rd6 & + rsin0dyp& (5.10) 


l Focus | À retenir pour la dérivée d'un vecteur 


De façon générale, un vecteur qui dépend du temps peut voir sa norme et/ou sa 
direction dépendre du temps. Pour calculer la dérivée temporelle d'un vecteur, on 
commence par le décomposer dans une base fixe (comme la base cartésienne), puis 
on dérive les coordonnées du vecteur dans cette base fixe. Ces dérivées temporelles 
constituent les coordonnées de la dérivée du vecteur. 
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Vitesse et accélération 


Lorsque le vecteur est unitaire, seule sa direction change et on montre (cf. l'exercice 
précédant le quiz 5.2) que sa dérivée est perpendiculaire au vecteur que l'on dérive 
(voir un exemple avec la relation (5.3). 


1.4 Composition des vitesses 


La vitesse est une grandeur qui dépend du référentiel. Ainsi, pour être totalement expli- 
cite, lorsque plusieurs référentiels entrent dans la situation étudiée, il est nécessaire de 
préciser le référentiel et donc d’alourdir la notation concernant le vecteur vitesse. On 
notera Ÿ (M/Z, t) la vitesse du point M par rapport au référentiel Z!. 
Considérons un référentiel Z: et un référentiel > en mouvement à la vitesse 
(B2/%) par rapport au référentiel Z,. Les positions d’un point matériel M dans 
À: et dans Z2 sont reliées par 





O.M = 0,0, + OM 


En dérivant par rapport au temps, on en déduit immédiatement la relation entre 
la vitesse du point matériel mesurée dans le référentiel Z, et celle mesurée dans le 
référentiel 2, 





T(M/A) = TM/P2) + V(PB/B) (5.11) 


> 

car VA /R1) = SE est la vitesse du point O2 par rapport au point Os, c’est- 

à-dire la vitesse de Z2 par rapport à 1. La relation (5.11) est appelée composition 

galiléenne des vitesses. Ce n’est qu’une reformulation de ce que l’on a déjà dit à propos 
— 


de la relativité du mouvement, lorsque l’on s’intéressait au vecteur position OM. 






V'(MA2,t)\ 


sol ! 


Figure 5.4 —- Composition des vitesses. 





1. On rappelle que la vitesse dépend du référentiel, mais pas du repère, il n’est donc pas utile de préciser 
le repère (ou système de coordonnées). 
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Remarque. Un moyen simple pour ne pas se tromper dans les signes de la composi- 
. . . LS . la \ > 
tion des vitesses, consiste à considérer le cas où M est fixe dans 2, v (M /B2) = 0. 


Dans ce cas, on doit bien obtenir Ÿ (M/Z:) — VA /%1), et non pas son opposé. 


Composition des vitesses et relativité restreinte 


La relation (5.11), qui paraît évidente, n'est en fait valable qu'en physique ga- 
liléenne et cesse d'être vraie lorsque les mouvements deviennent relativistes, 
donc proche de la vitesse de la lumière. En particulier, la lumière se déplace tou- 
jours à la vitesse c, indépendemment du référentiel. Ainsi, si vous vous déplacez 
vers un photon qui vient vers vous, vous mesurerez toujours sa vitesse comme 
égale à c. Par contre, d'après l'effet Doppler, sa fréquence sera modifiée et c'est 
comme cela que vous pouvez déterminer si vous vous déplacez par rapport à la 
source de ce photon. 


Quiz 5.3 


Vous marchez sur un bateau à votre vitesse de marche habituelle ,. Ce bateau 
avance par rapport à un quai. À quel vecteur vitesse correspond wo ? 


1. v (vous/quai) 2. V (vous/bateau) 3. v (bateau/quai) 


Quiz 5.4 


Vous marchez sur un bateau qui avance sur l'eau, comme indiqué sur la figure 
ci-dessous. Ouelle est votre vitesse par rapport au quai ? 


On précise que l’on demande la @ 

coordonnée du vecteur vitesse ee 

selon l'axe (Ox) et que les vi- … /\ ———” 
tesses qui apparaissent sont les q T 


ñ eau 
normes des vecteurs vitesses. 


1. v(vous/bateau) + v(bateau/quai) 3. —u(vous/bateau) + v(bateau/quai) 
2. v(vous/bateau) — v(bateau/quai) 4. —v(vous/bateau) — v(bateau/quai) 


Quiz 5.5 


On considère un nageur et un marcheur. Les deux sont supposés se déplacer à 
la même vitesse : le nageur nage à 2 m/s par rapport à l'eau et le marcheur se 
déplace à 2 m/s par rapport au sol. 


Ces deux personnages font l'aller-retour marcheur 

en ligne droite et sans s'arrêter d'un point En 
x . . . l ll 

À à un point B, puis retour en A. La dis- nageire et D 

tance entre À et B est de 6 m. La rivière | rivière : 

coule à une vitesse de 1 m/s de À vers B. Us B 
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Vitesse et accélération 


Quel personnage revient en premier en À ? 


1. le nageur 2. le marcheur 3. les deux reviennent en même temps 


Quiz 5.6 


On considère la situation de la figure ci-dessous, prise à l'instant t. Le nageur se 
déplace à la vitesse vu — 2 m/s par rapport à l'eau, et le bateau à la vitesse V — 
3m/s. 

Quel est, dans le référentiel du bateau, le vecteur vitesse du nageur? 


Dino | 








LESEI 















































E 
























































__Exercice 5.2 





Un nageur traverse une rivière en nageant perpendiculairement au cours d’eau, à la 
vitesse de 2m.s_ !. La rivière est large de 4 m et le courant qui entraîne le nageur 
est de 1m.s_!. De quelle distance le nageur aura-t-il été dévié lorsqu'il arrivera 
sur la berge opposée ? Quel angle de nage doit-il prendre pour arriver sur la berge 
exactement en face de son point de départ ? 











Quiz 5.7 


Deux routes se croisent à angle droit au niveau d'un croisement. Une voiture se 
déplace vers le croisement à 30 km.h =”. Sur l’autre route perpendiculaire, une voi- 
ture de police se déplace à 40 km.h”* vers le croisement. Pour la police, la voiture 
se déplace à : 


1. Okm.h : 2. 10kmh ! 3. 50km.h 4. 70km.h ! 


1.5 Accélération 


Par définition, le vecteur accélération est la dérivée temporelle du vecteur vitesse. C’est 
donc aussi une grandeur vectorielle. 





Dan VÉ+AD- TE) dv | d’OM 
Tu At | dt de 





(5.12) 
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. OM(t + At) 


Figure 5.5 — Définition du vecteur accélération. Sur le dessin de gauche, le vecteur en 
pointillé noir est le translaté du vecteur v (t + At), ramené au point M(t). Le vecteur 
accélération est toujours tourné vers l'intérieur de la trajectoire. 


l Focus | Vecteur accélération et vecteur vitesse 


Le vecteur accélération n'est généralement pas colinéaire au vecteur vitesse. En ef- 
fet, le vecteur accélération est toujours orienté vers l'intérieur de la trajectoire (cela 
se voit graphiquement sur la figure 5.5), tandis que le vecteur vitesse est toujours 
tangent à la trajectoire. Ainsi, les vecteurs accélération et vitesse ne sont alignés 
que si la trajectoire est rectiligne ou si la trajectoire possède un point d'inflexion au 
point considéré. 


Dans le système de coordonnées cartésiennes, l’accélération s’écrit simplement en 
fonction des dérivées des coordonnées du vecteur vitesse ou position, 


a (t) = à (te +o,(t)e +è.(0e = (De +ÿ(0e +20) (513 


Mouvement accéléré versus décéléré 


On montre facilement que! 
1d 
d-Tv=-—|7v| 5.14 
rl 6.19 
On en déduit qu'à un instant donné, 


e si d : Ÿ — 0 alors le mouvement est uniforme 

e si dv > 0 alors le mouvement est accéléré car || || augmente 

e si d : Ÿ < 0 alors le mouvement est décéléré car || Ÿ|| diminue 

Ainsi, retenez physiquement que si le vecteur accélération est dans le sens du vec- 


teur vitesse (si l'angle entre les deux vecteurs est aigu), alors la norme de la vitesse 
augmente. 





. . . pe 2 
1. Faites cet exercice en commencant par montrer que pour une fonction f(t), on a ff — = 


1 
. . 2 
Ensuite, écrire que AV — Va Vr + VyVy + Ÿ-V, et conclure. 
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Vitesse et accélération 


Quiz 5.8 

On suppose qu'un mouvement a lieu avec une vitesse dont la norme est constante. 
Que peut-on dire ? 

1. l'accélération est nulle 

2. l'accélération est perpendiculaire à la vitesse 

3. l'accélération est colinéaire à la vitesse 

4. on ne peut rien dire de particulier 


Quiz 5.9 


À l'instant t, la vitesse et l'accélération d'un point matériel M sont représentées 
ci-dessous. Que peut-on dire à cet instant ? 


1. |Ÿ|| diminue EU 
2. ||Ÿ|| est constant à de 
3. ||Ÿ || augmente / 

4. on ne peut rien dire de particulier Je 


Le vecteur accélération, tout comme le vecteur vitesse, dépend du référentiel. Cepen- 
dant, lorsque deux référentiels sont en translation rectiligne uniforme l’un par rapport à 
l’autre, l’accélération est la même pour les deux référentiels. Ce résultat est immédiat 
à partir de la relation de composition des vitesses (5.11), qu’il suffit de dériver une fois 
par rapport au temps. 


Composition des accélérations 


Si deux référentiels sont accélérés l’un par rapport à l'autre, il existe une loi de 
composition des accélérations pour passer de l'accélération dans un référentiel à 
celle dans l’autre référentiel. Dans le cas général, cette loi demande d'introduire 
la notion de vecteur instantané de rotation. l'accélération dans un référentiel est 
égale à celle dans un autre référentiel plus deux termes : l'accélération d'entrai- 
nement et l'accélération de Coriolis (liée à la rotation d'un référentiel par rapport 
à l'autre). Ces deux termes sont utiles pour traiter les lois de Newton dans un 
référentiel non galiléen. 


Vecteur accélération dans le système de coordonnées cylindriques 


Commençons par le cas 2D, à savoir les coordonnées polaires. On peut obtenir l’accé- 
lération en dérivant temporellement la vitesse donnée par l’équation (5.5), 


F4 ue — .de} + —  — de 
PER PP ar PRE NPC LE 
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En utilisant (3.7), on a déjà montré que de} /dt = pes (voir aussi (5.3)). On montre 
par ailleurs que 


de | 
a = pe} (5.15) 


Aüinsi, on peut récrire l’accélération dans la base polaire comme 





a = (5 pp) ee + (op + 2h) ee (5.16) 


L’accélération possède donc deux composantes, l’une radiale et l’autre orthoradiale. 
En ce qui concerne la composante radiale, il y a deux contributions, la première pro- 
vient du terme en ÿ, donc si la distance à l’axe (Oz) varie de façon accélérée (5 Æ 0), 
cela provoquera une contribution radiale à l’accélération. Jusque là, c’est logique. Une 
deuxième contribution radiale intervient, même dans le cas d’un mouvement circulaire 
avec p constant, à partir du moment où l’angle (t) varie dans le temps, c’est-à-dire 
& 7 0. Nous reviendrons en détail sur l’interprétation de cette contribution dans la sec- 
tion 3.2 de ce chapitre. Enfin, dans la section 3.3, nous reviendrons sur l’interprétation 
physique de la composante orthoradiale dans le cas d’un mouvement circulaire!. 


Dans le système de coordonnées cylindriques, on a une généralisation évidente 
de (5.16), 


R = (ÿ- pp?) € + (of +206) +2e (5.17) 


À noter, dans le cas général, l'expression (5.17) est notablement plus compliquée que 
son alter ego en cartésien (5.13). Il ne faudra l’utiliser que si ce système de coordonnées 
apporte de réelles simplifications. C’est le cas par exemple pour les problèmes à symétrie 
axiale, ou bien encore pour décrire le mouvement d’une particule soumise à une force 
centrale (car le mouvement est alors plan et on peut utiliser la base polaire). 


Vecteur accélération dans le système de coordonnées sphériques 


On peut procéder au calcul de l’accélération dans le système de coordonnées sphériques. 


Le calcul est inutilement compliqué et n’apporte rien d’intéressant dans le cas général. 


Ainsi, nous laissons ce calcul au lecteur intéressé?. 





1. Notons que la coordonnée orthoradiale peut s’écrire a; = D dé (p?@). Cette remarque sera inté- 
ressante dans l’étude des forces radiales, car dans ce cas a, = 0. Aïnsi, on identifie immédiatement 
et sans effort une quantité conservée le long du mouvement, à savoir p?4 (c’est la conservation du 
moment cinétique). Identifier des quantités conservées lorsqu'on étudie un problème fait partie des 
premiers réflexes de base du physicien. 

2. Pour effectuer ce calcul, il faut utiliser (3.10) pour calculer les dérivées de ep et a. (l'équation (5.8) 
nous donne déjà la dérivée de e?). On trouve : 

> — 
ce — —ÿe: + p cos 0 es , de _ sin 0 € cos 0 € 


Puis, il suffit de dériver (5.9) et regrouper tous les termes pour déterminer les composantes de à dans 
la base sphérique. 
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2) Exemple du mouvement uniformément accéléré 


©) Exemple du mouvement uniformément 
accéléré 





Dans le cas général, le mouvement uniformément accéléré produit une trajectoire para- 
bolique. Lorsque la vitesse initiale est colinéaire à l’accélération, la parabole se réduit à 
une droite (une partie de droite pour être précis, voir l’exercice traitée dans la section 3.2 


du chapitre 4). 
Prenons donc le cas d’un point matériel soumis à une accélération constante notée &. 
Puisque ai est constant, on peut définir le vecteur unitaire M telle que & = —a0ey. On 


de 5 ne — D EE 
choisit par convention de positionner e,, en sens opposé à aç simplement pour rappeler 


la situation de la chute libre dans le champ de pesanteur. Si les conditions initiales sont 
M(t = 0) = Moto, Yo) et V(t = 0) = % = vor es + Voyez, on obtient : 


——> —> 1 
aftj=uw=— = v(t=vw+at = OM(t)= OMo+Dôt-+ 3 a f° 











En terme de coordonnées (x(t), y(t)), on obtient donc : 


at) = Zo + Vort (5.18) 


y(t) = Yo + Voyt — Saot? 


Pour obtenir la trajectoire à partir des équations horaires, il faut éliminer le temps t. 
On peut le faire simplement à l’aide de la première équation de (5.18),t = (x7—xo)/Voz, 
de telle sorte que 


ao 





a (x — 0) 


È 5.19 
Vox Due (æ — %0) GE) 


y(x) = Yo + 


Il s’agit donc d’une parabole tournée vers le vecteur accélération GTA 


__ Exercice 5.3 





Calculer la trajectoire d’un électron dans un champ électrique É uniforme et 
constant. Vous prendrez comme condition initiale une vitesse orthogonale à E. 
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Ceux qui ont déjà joué au bowling ont dû remarquer que la trajectoire de la 
boule se décompose en deux phases : la première est une trajectoire courbe 
(si on a donné de l'effet initialement), la seconde est une trajectoire rectiligne. 
On peut montrer que tant que la boule roule et glisse sur la piste (cf. le focus 
de la partie suivante pour la notion de glissement), elle est soumise à une force 
constante non nulle de la part du sol, et ainsi décrit exactement une trajectoire 
parabolique!. C'est la première phase de la mouvement. Dès lors que la boule 
se met à rouler sans glisser (ce qui arrive au bout d'un certain temps à cause 
des frottements), elle décrit alors un mouvement rectiligne uniforme. C'est la 
deuxième phase du mouvement. 


Exemple du mouvement circulaire 





3.1 Vitesse et vitesse angulaire 


Dans le cas d’un mouvement circulaire, puisque le vecteur vitesse est tangent à la 
trajectoire, c’est donc un vecteur orthoradial (tangent au cercle). Sa norme est donnée par 


: d£ Rdv Rd 


dt dt dé 
où R est le rayon de la trajectoire circulaire, £ la distance parcourue le long de l’arc de 
cercle et 4 un angle repérant la position du point M par rapport à un axe de référence? 
(voir figure 5.6). On définit également la vitesse angulaire w telle que 











Ro 


dé dy 
= E 5.20 
wo T (5.20) 
__ Exercice 5.4 


Quelle est la dimension de la vitesse anguaire w ? 














L'unité de la vitesse angulaire dans le système international est le rad.s” *. La vitesse 
d’un mobile en mouvement circulaire s’écrit donc, en introduisant le vecteur unitaire 
orthoradial”, 








1. On parle de la trajectoire du centre de masse de la boule. 
2. On a noté cet angle 4 pour faire référence au système de coordonnées polaires, mais bien sûr on 


peut prendre la notation que l’on souhaite pour cet angle, par exemple 6, «, etc. 
3. Notez que cette relation est valable même si le mouvement n’est pas uniforme. 
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el Exemple du mouvement circulaire 











Figure 5.6 — Vecteur vitesse du mouvement circulaire. 


Le mouvement est dit circulaire uniforme si la vitesse angulaire est constante, c’est- 
à-dire w — cte. Dans ce cas, la norme de la vitesse est constante, bien que le vecteur 
vitesse ne soit pas constant. 


Quiz 5.10 


Deux personnages sont immobiles sur un manège tournant. Le personnage B est 
sur le bord du manège tandis que le personnage A est à la moitié du bord. La 
vitesse angulaire du personnage À est : 


1. la moitié de celle de B A B 
2. la même que celle de B e 
3. le double de celle de B CNE 


Quiz 5.11 


On s'intéresse au mouvement de la ville de Toulouse et de celle de Kourou 
(en Guyane) dans le référentiel géocentrique (dans lequel la Terre tourne sur 
elle-même). 

Que peut-on dire de la vitesse et de la vitesse 


angulaire de Toulouse et de Kourou ? " & 
1. vitesses différentes et vitesses angulaires diffé- US Ro 
# 
rentes Ÿ 
2. vitesses différentes mais vitesses angulaires Le. 
: ë 1e 
PÉREREE | | RU | ue” 
3. vitesses identiques et vitesses angulaires iden- 
tiques | 
4. vitesses identiques mais vitesses angulaires : 
différentes 
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Intéressons-nous au contact ponctuel entre deux objets .% et.%, (voir figure). Pour 
caractériser ce contact ponctuel, il nous faut introduire trois notions différentes de 
points de contact. 





point de contact I 


- Le premier est le point géométrique de contact I. Ce point est purement ma- 
thématique, à savoir qu'il n'a aucune consistance matérielle : ce n'est ni un petit 
morceau du solide .% ni de... 

— Le deuxième est le point de 4 qui coincide avec I à l'instant considéré. On le 
note I, ou encore I € .S1. Il faut bien comprendre que le point I; appartient à.S, 
c'est-à-dire que c'est physiquement un petit morceau du solide .7, précisément 
celui qui à l'instant considéré est en contact avec .92. Lors du roulement de 1 sur 
7, le point I; correspond donc à chaque fois à des parties différentes de S. 

— Le troisième point est l'équivalent de I, pour le solide .S,, à savoir le point [, (noté 
aussi I € .72) du solide ., qui coïncide avec I à l'instant considéré. 


Une fois que l'on a défini ces trois points, on peut définir la vitesse de 
glissement de .S1 sur .2. Par définition, celle-ci est donnée par la vitesse 
du point I € .% par rapport au référentiel défini par le solide .7, à savoir 


VIe A/S) (5.22) 


La vitesse de glissement (5.22) correspond donc à la vitesse locale de .%1 par rapport 
à .72, au niveau du point de contact!. Ainsi, il est clair que la vitesse de glissement de 
sur. est l'opposée de la vitesse de glissement de. sur.S, Ÿ(I E Al 2) = 
—V(1E.7/./).Si la vitesse de glissement est nulle, on dira que le solide .7, roule 
sans glisser (RSG) sur le solide 2, 


RSG : vV(Ie A/S) 


C'est une situation très courante, par exemple quand vous roulez en voiture, si 
vos roues ne patinent pas, elles roulent sans glisser sur la route. Si la vitesse de 
glissement est non nulle, on dit que .%1 roule et glisse sur .72. 


Er (5.23) 





1. On précise bien au niveau du point de contact, car un solide ne possède pas une seule vitesse. En 
effet, les points d’un solide possèdent des vitesses différentes si le solide est en rotation. 
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3 Exemple du mouvement circulaire 


Quiz 5.12 


Deux roues de rayons différents sont reliées par une chaîne. On tourne la petite 
roue à la vitesse angulaire w.. 


Que dire de la vitesse angulaire w: de la 
grande roue ? 
Lake 
2. wo > w 
3. w2 < uw 





Quiz 5.13 


On considère encore les roues du quiz 5.12. Oue dire des vitesses v, et w de points 
aux bords des roues 1 et 2? 


(ls = 2. 1 > 3. v1 < v 


Quiz 5.14 


Un vélo avance à la vitesse constante v par rapport à la route. 





Quelle est la vitesse du point C de la roue ren F6) 
avant (par rapport à la route) ? 

1.0 A 

2.v - 

3. 2v B 


4. aucune de ces réponses 


Quiz 5.15 


On reprend le vélo du quiz 5.14. Quelle est la vitesse du point À de la roue avant 
(par rapport à la route) ? 


1.0 2. v 3. 2v 4. aucune de ces réponses 


__ Exercice 5.5 





On reprend le vélo du quiz 5.14. Déterminer la vitesse du point B de la roue avant 
(par rapport à la route) ? 
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3.2 Accélération d'un mouvement circulaire uniforme 


Lors d’un mouvement circulaire, le vecteur vitesse possède une direction qui varie 
dans le temps, il n’est donc pas constant. Aïnsi, le mouvement circulaire possède 
nécessairement une accélération. 


Dans le cas du mouvement circulaire uniforme, on peut facilement déterminer la di- 
rection et le sens de l’accélération. Graphiquement, intéressons-nous à la variation du 
vecteur vitesse entre t et & + dt. Sur la figure 5.7, on voit que dv = ddtest perpen- 
diculaire à Ÿ (dans la limite dy — 0), et par ailleurs dv est tourné vers l’intérieur 
du cercle. On peut aussi s’appuyer sur la relation (5.14). Puisque le mouvement est cir- 
culaire uniforme, Ÿ || est constant donc & : Ÿ — 0. Au bout du compte, le vecteur 


accélération d’un mouvement circulaire uniforme est radial centripète. 








On va maintenant calculer la norme du vecteur accélération, Pour cela, il suffit de 
remarquer que l’angle dy entre les vecteurs OM(t + dt) = OM(t) + dOM et OM(t) 
est le même que celui entre Ÿ (4+ dt) = w(t)+dw et w (t) (voir figure 5.7). Ainsi, 

— 
_ ON] _ la] 
R KE 








dy (5.24) 
Or, 


[ON] wat «avi = 1e at 











Figure 5.7 — Vecteur accélération d'un mouvement circulaire uniforme. L'angle dé entre 
—+ —> . 
OM(t + dt) et OM(#) est le même que celui entre Ÿ(t + dt) et w (t). 


En divisant l’équation (5.24) par dt et en notant v — [Fo , on en déduit finalement 








ET EUR 2 
la = + =R 


Au final, l’accélération d’un mouvement circulaire uniforme s’écrit 





2 
D =-Te = Rue} (5.25) 
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El Exemple du mouvement circulaire 


Ce résultat peut aussi se déduire directement de l’équation (5.16) en considérant 


p = cte. 


Quiz 5.16 


Une voiture suit une trajectoire circulaire à vitesse constante. Quels sont la direction 
et le sens de l'accélération ? 


] accélération nulle 





Quiz 5.17 


Une voiture tourne dans un rond-point de rayon R; à la vitesse constante de 
20 km/h. Si cette même voiture tourne dans un autre rond-point de rayon double, 
R>2 = 2 R:, quelle doit être sa vitesse pour qu'elle ait la même accélération ? 


1. 10km/h 3. 20km/h 5. 40km/h 
2. 14km/h 4. 28km/h 6. 80km/h 
Quiz 5.18 


Vous roulez en voiture avec une vitesse w, constante. D'un coup, un camion surgit 
et vous barre entièrement la route. Une distance L vous sépare du camion. Vous 
voulez éviter le camion en ne dépassant pas une accélération maximale, pour éviter 
de faire déraper la voiture. Vaut-il mieux freiner en ligne droite avec une décéléra- 
tion constante, ou tenter d'éviter le camion en effectuant un virage circulaire avec 
une vitesse uniforme ? 


1. les deux sont équivalents 
2. faire un virage circulaire uniforme 
3. freiner en ligne droite 


81 


Chapitre 5 + Cinématique 2D et 3D 


82 


3.3 Accélération d'un mouvement circulaire non uniforme 


On s'intéresse désormais au mouvement circulaire non uniforme. On peut déterminer 
le vecteur accélération en utilisant directement l’équation (5.16), ou alors en produisant 
un raisonnement physique basé sur l’évolution du vecteur vitesse entre + et t + dt. Sur 


la figure 5.8, on constate déjà que la partie radiale est exactement la même que celle du 
dv 


mouvement circulaire uniforme. Pour la partie orthoradiale, celle-ci est donnée par *;, 


d(E+ dt) — OI. 


Ainsi, l'accélération s’écrit : 





où du = | 





(5.26) 





La composante radiale est responsable de la courbure de la trajectoire. Si la norme v 
de la vitesse augmente, la composante orthoradiale est dans le sens du mouvement, sinon 
de sens opposé. Ainsi, cette composante orthoradiale informe physiquement sur l’évo- 
lution de la norme de la vitesse. Notons que l’équation précédente est exactement équi- 
valente à (5.16) lorsque p = R = cte, puisque v — pp — R, et donc du/dt = RG. 


d = Re) +Rÿei = Rue + Re (5.27) 


La quantité G = w est appelée accélération angulaire. Elle est homogène à T_? et a 


2 —2 
pour unité le rad.s *. 


partie radiale 








partie orthoradiale ty 
Figure 5.8 — Variation du vecteur vitesse entre t et { + dt. Il y a une composante dans la 


direction de Ÿ (donc orthoradiale dans le cas d'un mouvement circulaire) et une 
composante perpendiculaire à %Ÿ (donc radiale dans le cas d'un mouvement circulaire). 





__ Exercice 5.6 





Un disque tourne initialement à deux tours par seconde. Il est freiné uniformément 
et s’arrête en une demi-seconde. Que vaut son accélération angulaire $ ? Combien 
de tour(s) effectue le disque avant de s’arrêter ? 

















1. Attention, ceci n’est pas la norme de d'Ÿ, mais la variation de la norme de Ÿ. Et ||dŸ || £ d||Ÿ ||. 
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o Repère de Frenet - système de coordonnées curvilignes 


Quiz 5.19 


Un disque tourne et sa rotation est freinée. Quels sont la direction et le sens du 
vecteur accélération au niveau de la petite croix noire ? 


El 


Le 








€) Repère de Frenet - système de coordonnées 
curvilignes 





Cette partie peut être sautée en première lecture. L'intérêt du système de coordonnées 
curvilignes, et du repère de Frenet associé, est qu’il permet de décrire le mouvement d’un 
objet de façon intrinsèque. L'objet qui se déplace emporte en quelque sorte avec lui son 
propre repère, qu’il construit à partir de son vecteur vitesse. Ainsi, le repère de Frenet 
ne se réduit pas à une simple base de projection, comme pour les bases cylindriques ou 
sphériques!. Cela lui confère un statut beaucoup plus profond. 


Considérons donc la trajectoire d’une particule modélisée par un point matériel M. 
À un instant donné, par exemple & — 0, le point M occupe une position que l’on va 
définir comme une origine arbitraire O — M{t = 0). Le point O est donc un point 
de la trajectoire. L’abscisse curviligne s est par définition la distance s(t) — OM(+) 
parcourue par le point matériel depuis l’origine. Attention, cette distance n’est pas la 
distance en ligne droite entre O et M(t), mais bien la distance parcourue le long de la 
trajectoire, d’où le nom d’abscisse curviligne?. 


On définit le premier vecteur unitaire de la base de Frenet €? comme étant le vecteur 


unitaire le long du vecteur vitesse’, 





1. Pour lesquelles vous aurez noté que l’origine O joue un rôle fondamental pour définir le système de 
coordonnées, qu’elles soient cylindriques ou sphériques. 

2. En conséquence l’abscisse curviligne n’est pas la norme du vecteur OM. D'ailleurs ce vecteur n’a 
plus d’intérêt dans le repère de Frenet. Les seuls éléments qui comptent sont l’abscisse curviligne et 
les vecteurs de la base de Frenet, définit plus loin. 

3. L'indice # sur €} est utilisé pour rappeler que ce vecteur est tangent à la trajectoire. 
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Pour compléter la base, il nous faut un deuxième vecteur unitaire. Pour cela, on peut 
se rappeler que la dérivée d’un vecteur unitaire donne un vecteur perpendiculaire. Aïnsi, 
de? /ds doit être un vecteur perpendiculaire à €{!. Par ailleurs, puisque s est homogène 
à une longueur, [s] — L, on sait par analyse dimensionnelle que cette dérivée doit être 
inversement proportionnelle à une longueur. Cela nous amène à poser, par définition, 


dei dr 1 
ur, Les 5.29 
dr R 9 


où R > 0 est appelé rayon de courbure de la trajectoire au point considéré et € estun 
vecteur unitaire (perpendiculaire à ti). Enfin, pour un mouvement à trois dimensions 
on termine la construction de la base en rajoutant le vecteur unitaire & — € A e2. 






cercle - 
osculateur i (6) 


Figure 5.9 — Abscisse curviligne et repère de Frenet. On a représenté le cercle 
osculateur de rayon R et le centre de courbure C. 


En reprenant exactement le même raisonnement que dans la section 3.3 de ce chapitre, 
on peut écrire les vecteurs vitesse et accélération comme 


2, à 
Tee... 2-5 Ta (5.30) 


Autrement dit, on retrouve les mêmes expressions que pour un mouvement circulaire 


non uniforme, en remplaçant la base (e?,&2) par (—e}, e?). 


| Focus | Cercle osculateur 


L'analogie entre (5.30) et (5.26) nous amène à la définition du cercle osculateur, 
qui est le cercle tangent à la trajectoire en un point donné tel que les vecteurs 
vitesse et accélération en ce point soient les mêmes que ceux d'un mouvement 
qui serait circulaire sur ce cercle osculateur. Physiquement, ce cercle constitue une 





1. Convainquez-vous que si on dérive par rapport à s, on retrouve la même propriété que celle 


correspondant à une dérivée temporelle. 
2. Le vecteur & est appelé vecteur binormal. 
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(4. Repère de Frenet - système de coordonnées curvilignes 


approximation parabolique de la trajectoire au point considéré!. Le rayon de cour- 
bure R est le rayon du cercle osculateur. Si celui-ci est petit, la trajectoire possède 
une grande courbure (la courbure est l'inverse du rayon de courbure), et au contraire 
une trajectoire rectiligne possède un rayon de courbure infini (donc une courbure 
nulle). Le centre du cercle osculateur, C, est appelé le centre de courbure. Le centre 
de courbure, tout comme R et le cercle osculateur, dépendent évidemment du point 
M et changent le long de la trajectoire. 


Quiz 5.20 


On considère la trajectoire ci-dessous, supposée parcourue à vitesse constante (en 
norme). Quelle est la direction du vecteur accélération au point M(+t) ? 


1.1 
2.2 M(t) 
3. 3 
4. 4 
5 
5. vecteur nul Ë 
O 


__ Exercice 5.7 


Si jamais la trajectoire du quiz 5.20 n’est pas parcourue à vitesse constante en norme, 
que peut-on dire ? 











Encart Courbure d'une surface à deux dimensions 


Si on s'intéresse à une surface à deux dimensions, on peut montrer qu'en chaque 
point il existe deux cercles osculateurs, avec deux rayons de courbure R: et Ra. 
La courbure de Gauss, qui est la seule chose qui puisse être mesurée de façon 
intrinsèque, à savoir par un observateur qui vivrait écrasé à deux dimensions sur 
la surface, est donnée par l'inverse du produit des deux rayons de courbures 
Kk = 1/(R:1R2). Cette notion de courbure de Gauss est à la base de la notion 
plus générale de courbure de l'espace-temps d'Einstein?. 





1. L’approximation linéaire d’une trajectoire est donnée par la droite tangente au point. Cette approxi- 
mation linéaire revient en fait à considérer le développement de Taylor à l’ordre 1 de l’équation de la 
trajectoire. Le cercle osculateur correspond à une approximation jusqu’à l’ordre 2 dans le développe- 
ment de Taylor de la trajectoire, d’où le nom de parabolique. C’est une meilleure approximation de la 


trajectoire que la simple tangente. 
2. Notons que k peut être positif ou négatif (selle de cheval) dans le cas 2D. 
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Chapitre 5 + Cinématique 2D et 3D 


Intérêt du repère de Frenet 
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Le repère de Frenet est utile dans certaines situations pratiques (que l'on 
rencontre finalement rarement!), son intérêt réside surtout dans le fait que c'est 
le bon concept à utiliser lorsqu'il s'agit ensuite de construire un repère local. 
Autrement dit, le repère de Frenet ne sert pas comme cadre de référence à la 
description du mouvement de n'importe quelle particule, mais seulement de 
celle que l'on suit’. Le repère de Frenet est le concept qui résiste à l'étude 
de la dynamique de systèmes en dehors du champ newtonien, comme par 
exemple celui du mouvement relativiste d'une particule (repère de « Serret- 
Frenet »), où encore celui d'un observateur se déplaçant dans l'espace-temps 
courbe d'Einstein (« tétrade »). 





1. Notons par exemple le cas de la trajectoire d’un rayon lumineux dans un milieu d’indice variable. 
2. Ainsi, en un point P donné de l’espace, on ne peut pas définir une base de Frenet (alors que l’on 


pouvait parfaitement définir une base cylindrique ou une base polaire). En effet, il y a autant de base 
de Frenet qu’il y a de façon de passer par le point P en suivant une trajectoire quelconque. 
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À connaître par cœur 


@ 
() 


—> 
2 
— _ dv _ d'OM 


Vecteur position en coordon- 
nées cartésiennes, cylindriques et 
sphériques. 

Formules (3.4) et (3.5) pour calcu- 
ler le produit vectoriel. 

Vitesse moyenne et accélération 
moyenne : 


AL 


Umoy — At ; 


Av 
Amoy = A 


Relations entre position, vitesse 
et accélération : 

_ dOM 
dé dé 7 dt 
Nature de l'accélération en fonc- 
tion du signe de & : Ÿ (équa- 
tion (5.14). 

Mouvement harmonique à un de- 
gré de liberté, équation (4.10). 


À savoir retrouver très vite 


© 


Les déplacements élémentaires 
dOM et les vecteurs vitesses en 
coordonnées cartésiennes, cylin- 
driques et sphériques. 


Ë ® La dérivée temporelle des vec- 


teurs unitaires de la base cylin- 
drique. 


Les formules à retenir @ 


(e) 
@ 


Loi de composition des vitesses : 


T2) T2) (AA) 


La condition de roulement sans 
glissement, équation (5.23). 
Vitesse d'un mouvement circu- 
laire : 


v=Rw avec w =, 
Ÿ orthoradial. 


Accélération d'un mouvement 
circulaire sous la forme 


et surtout le cas circulaire uni- 

forme (accélération centripète et 
2 

&|| = Ÿ = Rw?). 


Le vecteur accélération en coor- 
données cylindriques. 

l'équation de la trajectoire para- 
bolique d'un mouvement soumis 
à une accélération constante. 
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CPTETE TELE LES EE TES 


PCCESTETELEL TELE LEE 


RCCCLEEE EEE EEE CCE EEE EEEEES 


Dynamique 
newtonienne 


-CUE Stan sRanonnannnnnts, . 


+ Comprendre et savoir exploiter la première loi de Newton, dans différentes situations et 


différents contextes. 

Connaître l'expression des forces usuelles : poids (point d'application : le centre de 
masse), poussée d'Archimède, rappel élastique, force de frottement fluide, tension d'un 
fil, réaction d'un support (savoir qu'il y a une composante normale et une composante 
tangentielle). 

Connaître les lois de Coulomb du frottement solide. 

Savoir effectuer un bilan des forces. 

Savoir exploiter la deuxième loi de Newton pour déterminer l'équation du mouvement 
d'un système si on connaît les forces, ou vice versa. 

Comprendre et savoir exploiter la troisième loi de Newton, dans différentes situations et 
différents contextes. 


CECEETELELEL EEE ELEC EEE ELEC ELEC EEE TELE ELEC EEE EEE EE ETECEN EEE EENENEEEETENENES CECTETETEL EEE TELE EEE CEE CEE EE TELE ELEC EEE ELEC EETES 


æ Prérequis Minsttentes TT EE tetsciresees LT ON ENT IE Tessttes messes Ssrsesnés ; 


— Notion de force. 
— Notion de barycentre. 


— Définition des référentiels terrestre, géocentrique et héliocentrique. 


Chapitre 6. Les forces 
1. Propriétés des forces 
2. Exemples de forces 
Chapitre 7. Lois de Newton 


1. Première loi de Newton (1LN) ou principe d'inertie 
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2. Deuxième loi de Newton (2LN) ou principe fondamental de la dynamique 
3. Troisième loi de Newton (3LN) ou principe des actions réciproques 


4. Exemples d'applications des lois de Newton 


Dans la suite de ce livre, on va développer deux approches pour décrire l’interaction 
entre deux systèmes physiques et leur évolution temporelle. La première approche, dé- 
veloppée essentiellement par Newton, s’appuie sur les concepts de force et de quantité 
de mouvement!. Elle est développée dans ce chapitre. La seconde approche s’appuie 
sur le concept d’énergie (énergie cinétique et énergie potentielle ou fonction travail) et 
sera abordée dans la partie IV. Dans certaines situations, il sera plus facile de résoudre le 
problème par une approche plutôt que l’autre. Vous apprendrez à identifier les situations 
dans lesquelles l’une ou l’autre des approches est préférable. 


Force versus énergie 
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Dans le courant historique de pensée, c'est schématiquement Newton (tenant 
de l'approche de type force) et Leibnitz (tenant de l'approche de type énergie) 
qui s'affrontent’. Jusqu'à un certain point, ces deux approches sont équivalentes 
et l'on peut choisir l'une ou l’autre selon le problème étudié. Dans l'approche 
de Newton, le traitement est vectoriel, alors que dans l'approche énergétique, 
il est scalaire. Par ailleurs, l'approche de Newton est locale, tandis que l'ap- 
proche énergétique est davantage globale, même si à la fin les deux approches 
aboutissent aux même équations du mouvement à résoudre. Dans la physique 
moderne, le concept de force disparaît complètement car il est moins profond et 
moins universel que celui de l'énergie, dont l'approche donne lieu aujourd'hui à 
la «mécanique lagrangienne », puis en cascade à toute la théorie des champs qui 
s'appuie sur des principes variationnels issus de cette mécanique lagrangienne. 
Ainsi, Leibniz l'a finalement emporté sur Newton. 


Qu'est-ce que la dynamique ? 


La cinématique s’intéresse à décrire le mouvement ; la dynamique s’attache à en étu- 
dier les causes. En mécanique classique, ces causes sont dues à des interactions entre un 
système et son environnement extérieur. Dans l’approche de Newton, ces interactions 
peuvent être décrites à l’aide du concept de force. Si un système est soumis à une 
influence extérieure, on dit qu’il est soumis à des forces extérieures. 





1. Auxquels il faut rajouter les concepts de moment cinétique et moment des forces, non abordés dans 


ce livre. 
2. Notons au passage que le système de notation utilisé dans ce livre pour le calcul différentiel et 


intégral (le symbole J pour l'intégrale, ou encore d/dt pour la dérivée temporelle) a été inventé par 
Leibniz, autant mathématicien que linguiste ! Les notations originales de Newton sont beaucoup moins 
pratiques, basées surtout sur des approches géométriques. Le calcul analytique de Leibniz a considé- 
rablement démultiplié l’usage des lois de Newton par les scientifiques, enthousiasmés par l’approche 
analytique plutôt que géométrique. 
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Définition IlL.1 enmosossosss à CCCEEECEC EEE CEE EEEL EEE EC EEE EEE EE ECC EEE EEE EEEECEPEEEEECEEECPEEEENECEECECEEEECCEEECEEEEEEOEEEETeS " 
Système : 


Un système, noté {.7}, est simplement la donnée d’un ensemble de particules que 

l’on décide d’isoler par la pensée. Cela peut être un solide, ou bien une partie d’un 
È solide, d’un liquide, d’un gaz, etc. 

Lorsque l’on s'intéresse à la dynamique, il faut toujours commencer par définir le sys- 
tème pour lequel on cherche à déterminer la dynamique. Cette phase est importante car 
un choix judicieux du système permet souvent de résoudre un problème plus facilement. 


Dans la théorie de Newton, l’idée fondamentale est que la somme des forces (on parle 
aussi de résultante des forces) qui agit sur un système est directement proportionnelle à 
la variation temporelle d’une grandeur nommée quantité de mouvement et notée D. 


Définition IIL.2 CECETEEE EEE EEET À sise ÉPTEEEEEEE TETE EEE EEE EE EECC EE EEE EE EE CCE EEEEEC EE EEEE EE EEEEEEEEEECEEEEEEECEEEETETEEECECEEEEE . 
À Définition 11.2 Quantité de mouvement D : 


Cette nouvelle grandeur joue un rôle important. Pour une particule ponctuelle de 
masse m, la quantité de mouvement vaut par définition 


et se construit donc à partir du concept de masse et du concept de vitesse. C’est 
: donc une grandeur cinématique et vectorielle. 


Masse grave versus masse inerte 


La masse qui intervient dans la quantité de mouvement est la masse dite 
«inerte », qui à priori est différente de la masse « grave » apparaissant dans 
l'expression (2.1) de la force gravitationnelle. Cependant, plus d'un siècle de me- 
sures expérimentales ont montré que masse grave et masse inerte sont égales à 
mieux que 107 (ce qui signifie que Am/m < 107). C'est assez heureux, car 
cela permet de ne définir qu'une seule unité de masse ! On lit souvent que l'éga- 
lité masse inerte et masse grave constitue le principe d'équivalence. C'est en fait 
un élément seulement du principe d'équivalence, qui est beaucoup plus vaste et 
puissant que l'égalité masse grave et masse inerte. L'expérience spatiale Micro- 
scope, opérée par le CNES, et qui prend ses données au moment de la publica- 
tion de ce livre, doit tester ce principe à un niveau de 1071. À noter, la relativité 
générale a profondémment nettoyé ces concepts et n'a plus besoin de postu- 
ler leur égalité, mais les théories qui essaient de marier relativité générale et 
mécanique quantique produisent presque toutes des violations de cette égalité. 





1. Les concepts de masse grave et masse inerte disparaissent au profil des concepts de densité volu- 
mique d’énergie p et de pression p. L’équivalent de la masse inerte s’écrit p + p et l'équivalent de la 
masse grave p + 3p. 
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Le concept de quantité de mouvement est profond, c’est celui qui résiste à la consi- 
dération de systèmes plus complexes que la simple particule ponctuelle non relativiste, 
comme par exemple les systèmes ouverts, les particules relativistes ou bien encore les 
systèmes quantiques! À un niveau plus avancé, vous utiliserez plutôt le mot impulsion, 
qui est un synonyme de quantité de mouvement’. La raison est que le terme de « quan- 
tité de mouvement » n’est pas très heureux à cause de l’apparition de la masse dans 
l'expression de D, qui n’a pas de rapport direct avec le mouvement en soit. 

Lorsqu'il y a plusieurs particules de masses m; (à = 1...N) se déplaçant à la vitesse 
7, la quantité de mouvement totale s’écrit comme la somme (vectorielle) des quantités 
de mouvement de chaque particule, 


Po = DPI = ÿ mu, (1.2) 
i=1 i=1 


4 
Z 


| Focus | Conservation de la masse 


La masse est une grandeur intrinsèque, c'est-à-dire propre à chaque objet et qui se 
conserve par changement de référentiel. En physique classique, c'est une grandeur 
extensive, c'est-à-dire que la masse d'un objet composite À +B est égale à la masse 
de A plus la masse de B, maip = Ma + Mp°. 


Quantité de mouvement relativiste 
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Lorsque le mouvement de la particule se fait à une vitesse proche de la vitesse 
de la lumière, il faut modifier l'expression de la quantité de mouvement de la 
façon suivante, 

1 


/1—vw2/c? 

Ainsi, lorsque la vitesse de la particule tend vers c (vu — c), la quantité de mou- 

vement augmente et tend vers l'infini (puisque 7 — co). La vitesse sature 
DC 


D=ymv avec y= (L3) 


donc vers c, mais pas la quantité de mouvement. Cette remarque confère une 
propriété intéressante à la quantité de mouvement, comparée à la vitesse“. 





1. Dans ces cas plus complexes, la quantité de mouvement ne se réduit pas à l’expression (IIL.1), mais 
il est possible d’en avoir une expression très simple à partir d’un objet qu’on appelle le lagrangien. 


2. En anglais, le terme consacré pour ni est linear momentum. 
3. En fait, ce n’est pas complètement vrai. C’est l’énergie qui se conserve, la masse peut s’échanger 


avec de l’énergie. Par exemple, on peut transformer de la lumière (de masse nulle) en particule massive, 
et vice versa (par exemple, par annihilation de paires particules/anti-particules). De même, si on tient 
compte de l’énergie de liaison, la masse d’un noyau d’hélium n’est pas exactement égale à la masse 


de ses nucléons pris séparément. Ces subtilités n’auront pas d’implications dans le cadre de ce livre. 
4. En effet, les physiciens aiment bien travailler avec des grandeurs non bornées. 
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On peut trouver dans certains ouvrages une interprétation physique erronée de 
l'expression (111.3), qui consiste à dire que la masse d'une particule change avec 
la vitesse, m — ymo, avec m, la masse au repos. C'est une interprétation mal- 
heureuse, puisque la masse est un invariant relativiste propre à chaque particule 
(pas besoin de lui accoler l'adjectif « au repos »). 


Centre de masse 


Définition 1.3 CLEEEEE EEE EE CCC EEE EEE EE EEE LE EEE EEE ECOLE EE ELEC EECEEEEEEEC EE EECEC CESSE EEEEEEECEEEEC CE EEECCEEEEECE EEE EEE . 
CN : de masse É 


i Le centre de masse G d’un objet est le barycentre de celui-ci, pondéré par les 
: masses. Autrement dit, si l’objet est constitué d’un ensemble de N particules de 
masses m, localisées aux points M;, on a par définition! : 





N N 
M,OG = ÿ m.OM. avec Mis = sh m; (IL. 4) 
i=1 i=1 


L’équation (IIL.4) définit bien le centre de masse, puisqu'il précise sa position par 
rapport à une orgine via le vecteur OÙ. Dès lors, on peut s’interroger sur le choix 
! de cette origine. Et bien celle-ci peut être choisie de façon arbitraire, cela ne change 
pas la position de G !? À noter, le centre de masse possède d’autres noms dans la 
à littérature : centre d’inertie ou encore centre de gravité?. 


Quiz III. 

Où se situe le centre de masse du système Terre-Soleil ? 

1. proche du centre de la Terre 3. proche du centre du Soleil 
2. proche de la Lune 4. proche de Mercure 


Données : M; = 2x 10% kg, Mx=6x 107% kg, distance Terre-Soleil = 150 x 105 km. 


Physiquement, la position du centre de masse indique l’endroit où il faut suspendre l’ob- 
jet à une corde pour que cet objet ne se mette pas en rotation. Ou alors, l’endroit où il 
faut mettre le fléau d’une balance pour que celui-ci soit à l’équilibre. Cette propriété 
découle de l’équation (6.2) qui sera démontrée plus loin. 





1. Une autre caractérisation du centre de masse, arfois utile, est donnée par l'expression 
SE MmiGMi = %: Il suffit alors d’écrire GM; = GO + OM; pour retrouver (IL.4). 

= A ou en eo ns 
2. Essayez de vous en convaincre en décomposant OG = OO + O'G et OM; = O0 + OM; 


dans (IIL.4). 
3. Le nom de centre d’inertie provient de la propriété (IIL.S), tandis que la dénomination centre de 


gravité provient de la propriété (6.2). 
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Quiz III.2 


La figure ci-dessous représente une batte de baseball. Le centre de gravité G est 
représenté sur la figure. Par rapport au pointillé, quelle partie de la batte de ba- 
seball est la plus légère ? On supposera que la masse volumique de la batte est 
uniforme dans la partie de gauche, ainsi que dans la partie de droite (les deux 
pouvant être différentes). 
1. celle de gauche 

celle de droite ë 


2. 
3. les deux ont la même masse É ES) 
4. 


on ne peut pas conclure 


Focus 


Si on découpe par la pensée un système .7 de masse M. en deux sous-systèmes 
7 (de masse Mir) et 72 (de masse Mu), le centre de masse G du système . 
est le barycentre des centres de masses G: et G: des systèmes .71 et .92. Cette 
propriété découle immédiatement de l'équation (Il.4), 


MaOG= SN mOM+ S2 mOM = Mur10G1 + Mor20G 


M;€ES1 M;€ES2 





où on a utilisé la définition du centre de masse pour .Z et pour #2. 


Quiz III.3 


On s'intéresse à un disque de cuivre de diamètre a, au contact d'un bloc de cuivre 
de section carrée de côté «. Le disque et le carré ont la même épaisseur. Le centre 
de masse se situe : 


1. à l'intérieur du cercle 
2. à l'intérieur du carré 


3. au point de contact entre le cercle et 
le carré 





PAUSE RÉFLEXIVE 
Le centre de masse d'un objet appartient-il toujours à l'objet ? 


Théorème IlL.1 CETTE EEE EELE ELEC EEE ELEC TETE ELEC EE EEC EEE CEST EEE TEE EECEECEEETEECCEECEECCESCEECCEECEECCEECOEECEENCENTES . 


La quantité de mouvement total d’un ensemble de N particules s’écrit : 





Doi = Ÿ_mi0 = Mot (L.5) 
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Ce théorème se démontre aisément en dérivant l’équation (IIL.4) par rapport au temps. 
Aüinsi, la quantité de mouvement totale ne dépend in fine que de deux grandeurs, la 
masse totale et la vitesse du centre de masse. Ce résultat est très satisfaisant et confère 
un intérêt tout particulier au centre de masse. En effet, du point de vue de la quantité de 
mouvement, on peut remplacer un système compliqué de N particules par une particule 
ponctuelle de masse M... située au niveau du centre de masse G. 


Fil rouge de cette partie 


Donnons tout de suite la relation « fil-rouge » qui va nous intéresser pour toute cette par- 
tie. Si, à l’instant { et pendant une durée courte At, une particule ponctuelle de masse m 
est soumise à une force extérieure F4, alors la quantité de mouvement de cette particule 
doit varier telle que! 





AR = A(mT) = Fa At (UIL.6) 


Autrement dit, les forces sont des causes qui ont pour effet de générer une variation de 
quantité de mouvement. De même, si la quantité de mouvement d’un système varie, c’est 
qu'il est soumis à une (ou plusieurs) force(s) extérieure(s). Il faut même physiquement 
comprendre l’expression (IIL.6) comme une définition du concept de force. 


Notons que le résultat (IIL.6) se généralise immédiatement à un ensemble de points 
grâce à l’introduction du centre de masse G, 


— 
Apr = A(Miot0é) = FexAt QI.) 


Quiz III.4 


Une voiture se déplace selon &? à 50km.h"!. Elle fait demi-tour et se déplace à 
50 km.h”! selon —€?. La variation de quantité de mouvement est : 


1. selon —€ 2. nulle 3. selon +€° 


Masse versus inertie 


L'expression (III.6) permet de donner un certain sens physique à la masse. En 
effet, si celle-ci est constante, on peut écrire : 





—_n 
AT es FoxAt 
me 


(IIL.S8) 





1. Nous écrirons cette expression de façon plus précise dans le chapitre 7 en faisant la limite At — 0. 
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Ainsi, pour une force extérieure donnée, la variation de vitesse sera d'autant plus 
faible que la masse m sera grande. C'est la raison pour laquelle on associe le 
concept de masse à celui d'inertie, c'est-à-dire de résistance à un changement 
dans le mouvement. Cependant, bien que cette interprétation ait du sens phy- 
siquement, on ne peut pas réellement utiliser l'expression (IIl.8) pour définir la 
masse, car on tournerait alors en rond, l'équation (111.8) ne pouvant servir à la fois 
de définition de la force et de définition de la masse (donc de l'inertie). 

Mais alors qu'est-ce que la masse ? La question est épineuse et on ne prétend 
pas en donner une réponse ici. En tout cas, la masse doit se comprendre en 
premier lieu comme un concept déconnecté de celui de la force et donc différent 
de celui d'inertie. Il faut plutôt aller chercher un sens physique à la masse du côté 
du concept d'énergie (pensez à E = mc?), qui sera abordé dans la partie IV'. Bien 
sûr, comme l'énergie et les forces sont reliées, cela n'empêche pas de continuer 
à interpréter la masse comme étant la source de l'inertie d'un objet. 


Dans cet ouvrage, nous n’étudierons pas le mouvement général d’un système solide 
étendu ou déformable, en particulier car la cinématique développée dans la partie pré- 
cédente est celle du modèle de point matériel ou du solide en translation, qui ne tient 
donc pas compte de la rotation du système sur lui-même (ou de sa déformation). 





1. Par exemple, en relativité restreinte, la masse d’une particule a le statut d’une constante propre 
à chaque particule, au même titre que la charge électrique. Elle est telle que le carré de la norme 
(minkowskienne) du quadrivecteur impulsion, qui est un invariant de la théorie (donc indépendant de 
l'observateur et donc observable physiquement), soit égal à m?c?, où c est la vitesse de la lumière. 
Cette relation est équivalente à celle que vous avez déjà pu rencontrer, à savoir E? = p?c? +m°c”, qui 
se résume à E = mc? pour une particule au repos. En relativité générale, la masse apparaît également 


comme une constante, que l’on peut relier au contenu en énergie du système. 
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(@LETeE Ô 


Les forces 


Comme déjà annoncé, une interaction entre deux systèmes .72 et.72 peut être modélisée 
par une force, ou plus précisément par deux forces, qui sont par définition opposées (la 
force de 7 sur 72 et celle de 72 sur 72). Bien que ce concept de force ne soit pas 
toujours très satisfaisant du point de vue philosophique!, il est très fécond et c’est ce qui 
fait sa puissance. La fécondité d’une théorie, c’est-à-dire sa versatilité et son potentiel 
d'utilisation dans de nombreux contextes (et donc de nombreuses applications) est un 
élément qui participe à renforcer une représentation, en plus du rasoir d’Occam dont 
on a parlé dans le chapitre 1. Dans ce cours, la notion de force est de ce type : même 
si les interactions sont très compliquées, il est souvent possible d’introduire une force 
effective, dont l’expression est simple, pour décrire ces interactions. 

On rappelle qu’il y a quatre interactions fondamentales. Deux de ces interactions, 
l'interaction gravitationnelle et l’interaction électromagnétique, peuvent se décrire fa- 
cilement à l’aide du concept de force?. En pratique, on introduit de nombreuses autres 
forces, mais il faut savoir que ce sont des forces effectives. En particulier, la plupart 
des forces que vous allez rencontrer résultent de l’interaction électromagnétique entre 
un nombre gigantesque d’atomes ou de molécules. C’est de cette complexité macro- 
scopique qu’émergent de nombreuses forces effectives prenant des formes différentes, 
comme la force de frottement fluide, la traînée, la poussée d’Archimède, la force de 
rappel élastique, les forces de pression, etc. 


@ Propriétés des forces 





Les forces sont modélisées par des vecteurs (ayant donc comme propriétés d’avoir une 
direction, un sens et une norme) s’appuyant sur un point d'application. Lorsque l’on 
s'intéresse à une particule ponctuelle (point matériel), le point d’application est évi- 
demment la particule elle-même. Dans le cas d’un objet étendu, comme un solide par 
exemple, la détermination du point d’application devient un problème important’. 





1. Pensez par exemple à la force gravitationnelle qui agit « à distance » de façon instantannée. 

2. Pour les autres interactions, ce n’est pas aussi simple. On doit invoquer la théorie des champs, qui 
ne manipule pas le concept de force. 

3. Par exemple, on va montrer que le poids s’applique au niveau du centre de masse G. 
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| Focus | Principe de relativité galiléen 


Une force est une grandeur qui doit être invariante par changement de référentiel. 
C'est un principe essentiel dans l'approche de Newton, car une loi physique n'a 
d'intérêt que si elle possède une grande part d'universalité, c'est-à-dire si elle s'écrit 
de la même façon pour tous les observateurs. Lorsque c'est le cas, on dit que le 
principe de relativité est respecté. C'est le cas des lois de Newton si les forces sa- 
tisfont ce principe d'invariance (dans une certaine limite seulement’). Par exemple, 
l'interaction gravitationnelle entre deux points matériels est, au même instant, la 
même quel que soit le référentiel dans lequel on se place (c'est-à-dire quel que soit 
l'observateur qui mesure ou calcule cette force). 


1.1 Principe de linéarité 


Si un système est soumis à plusieurs interactions, alors les forces F; correspondant à 
ces interactions s'ajoutent linéairement (donc ARACIANEND ES somme totale F, 
des forces s’appelle la résultante des forces et s’écrit Fix = > F;. 


Définition 6.1  RÉIOEEeEeEerEere ere eeereeseeserse ser eee esse esse eee EEE : 


: Lorsqu’aucune force n’agit sur un système, on dit que ce système est isolé. 


Quiz 6.1 


Trois charges sont disposées aux sommet d'un triangle équilatéral. Quel dessin 
fournit une représentation correcte de la force de Coulomb exercée sur la charge 
située en bas à droite ? 


Q Q Q Q 
CE ee 
F F F 


dl il 20) 3. 3 4. 4 5. aucun de ces dessins 














1. Cela implique que les forces ne doivent faire intervenir que des quantités qui ne dépendent pas de 
l'observateur (du moment qu’il reste galiléen). En particulier, lorsqu'une force dépend de la vitesse de 
la particule, cela doit être la vitesse relative entre la particule et le milieu dans lequel il se déplace. 
Une force peut aussi dépendre d’une longueur ou du temps, car ces grandeurs sont indépendantes de 
l'observateur dans la limite non relativiste. En relativité restreinte, les choses se compliquent car les dis- 
tances dépendent du référentiel (contraction des longueurs), et donc une force ne peut pas directement 


dépendre d’une distance. 
2. Le référentiel doit être galiléen, (voir section 1 du chapitre 7), c’est la raison pour laquelle on parle de 


principe de relativité galiléen. Einstein a réussi à se débarasser de la notion de référentiel galiléen/non 
galiléen, et a réussi le rêve de réaliser un principe de relativité générale, où tous les observateurs sont 
équivalents, c’est-à-dire qu’ils peuvent écrire la même équation régissant la dynamique d’un système. 
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oO Propriétés des forces 


Quiz 6.2 


On considère, dans une première situation, la force de Coulomb exercée par une 
charge Q sur une autre charge q. Dans une deuxième situation, on remplace la 
charge Q par 10 charges Q/10 réparties sur un arc de cercle de centre q. 


F Q/10 


situation 1 situation 2 


Que dire de la force de Coulomb exercée sur q dans la situation 2 par rapport à la 
situation 1 ? 

1. la force est plus importante dans la situation 1 

2. la force est plus importante dans la situation 2 

3. les forces sont les mêmes dans les deux cas 

4. les forces sont de même norme mais de direction différente 


1.2 Forces extérieures versus forces intérieures 


Les forces exercées par un élément d’un système sur d’autres élements de ce même 
système sont qualifiées de forces intérieures. Si la force qui agit sur un élément d’un 
système est créée par un élément qui n’appartient pas au système, on parle de force 
extérieure. 


Exemple 6.1 Par exemple, le poids exercé sur un livre (système = {livre}) est une 
force extérieure, car la Terre ne fait pas partie du système. Par contre, les forces gra- 
vitationnelles qui s’exercent entre les particules du livre sont des forces intérieures. 
En redéfinissant le système comme étant {Terre + livre}, le poids devient une force 
intérieure. 

L'exemple précédent montre que le fait d’être une force intérieure ou extérieure n’est 


pas une qualification intrinsèque, cela dépend de notre définition du système. 


PAUSE RÉFLEXIVE 
(Voir la photographie page suivante). On considère comme système l'homme. 
Recensez les forces extérieures agissant sur le système. 
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Théorème 6.1 SRE eseeeeeeeeeereee eee eee ee eee eee eee à, 


: La somme des forces intérieures d’un système est nulle. 


Le théorème 6.1 est en fait une reformulation du principe des actions réciproques, 
comme on le verra dans la section 3 du chapitre 7. Aussi, ce théorème a pour consé- 


quence que la somme des forces agissant sur un système se réduit à la somme des forces 


extérieures. 


Quiz 6.3 

Un palet glisse sur un sol horizontal avec frottement. Quel système est isolé ? 

1. le palet 3. le système palet + sol 

2. le sol 4. au moins deux réponses précédentes 


€ Exemples de forces 





Il existe des forces de contact : pression, action de contact d’un objet sur un autre (ap- 
puyer, tirer, glisser, etc.), frottement, etc. ; et des forces à distance (force gravitationnelle, 





1. Nous verrons dans la partie IV que bien que la somme des forces intérieures soit nulle, cela 
n’impliquera pas que le travail de ces forces intérieures soit nul ! 
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e Exemples de forces 


force électromagnétique). Dans la suite, nous présentons les principales forces qui seront 
rencontrées fréquemment dans le cadre de la mécanique du point!. 


2.1 Forces à distance 


a) Force gravitationnelle — relation avec le poids 


Dans la section 2 du chapitre 2 sur les interactions fondamentales, nous avons vu l’ex- 
pression (2.1) de la force gravitationnelle qui s’exerce entre deux particules. Nous avons 
également établi que dans le cas où une particule de masse m localisée au point M in- 
teragit avec un ensemble d’autres masses, alors on peut écrire la force gravitationnelle 

(M) sous la forme (2.2), à savoir F(M) = mg (M), faisant intervenir la notion de 
champ gravitationnel ri au point M. Enfin, nous avons mentionné le théorème remar- 
quable suivant : si l’ensemble des masses m; qui créent le champ gravitationnel ÿ(M) 
au niveau du point M possède la propriété de constituer une distribution de masse à 
symétrie sphérique, alors l’expression du champ gravitationnel est le même que celui 
d’une particule ponctuelle de masse M4 = Ÿ '; m;, localisée au centre de la distribu- 
tion de masse (en fait le centre de masse). Aïnsi, si on modélise la Terre comme une 
boule uniforme de rayon R;,, alors la force gravitationnelle exercée par la Terre sur un 
objet M de masse m s'écrit 


OM  GM, OM 
OM OM2 OM 
ke 





Fssu=mg(M) avec ÿ(M)=-GM; (6.1) 


où O est le centre de la Terre et # un vecteur unitaire perpendiculaire à la surface de la 
Terre et dirigé vers l’extérieur. Si on reste au voisinage de la surface de la Terre, c’est- 
à-dire à des altitudes À très petites devant le rayon R, de la Terre, on peut simplifier 
l’expression (6.1) et se ramener à l’expression habituelle du poids. En effet, si h & R», 
OM = Rs +h © Ra et Ÿ © €? (vecteur unitaire vertical vers le haut?). Ainsi, 


GM GM GM 
ÿ (M) = TE CE = g _ 
(Re +) R& R$ 
et donc le champ gravitationnel est quasimment constant”. Quand on est dans cette si- 
tuation, au lieu de parler de force gravitationnelle, on parle communément de poids, que 








l’on notera avec le symbole P plutôt que F4_,u. À noter, c’est Newton qui a eu l’idée 





1. Ce ne sont pas les seules forces que vous rencontrerez. Dans d’autres contextes, vous serez amené 
à travailler avec la tension superficielle, les forces de pression, les forces de Van Der Waals, la force de 
Laplace, etc. À chaque fois, on rappelle que ces forces ne sont que la résultante effective et simplifiée 
d'interactions fondamentales, et valable dans un contexte particulier. 

2. Si l'extension spatiale du système considéré est très petite devant R4, on peut considérer que la 
surface de la Terre est plane, et donc le vecteur radial % est bien un vecteur constant, perpendiculaire 


à la surface et dirigé vers l’extérieur. 
3. Même pour des satellites en orbite basse, comme la station spatiale internationale qui orbite à 


(seulement) 400 km d’altitude, g ne varie que de 10 % environ. 
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de génie de faire le lien entre la force qui fait tomber la pomme sur le sol et celle qui 
maintient la Lune en orbite autour de la Terre. 


Il fallait être Newton pour apercevoir que la lune tombe, quand tout le monde voit 


bien qu’elle ne tombe pas. 


Paul Valery 


| Focus | Point d'application du poids 
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Lorsque le système étudié est étendu, le poids est une force résultante qui s'ap- 
plique au niveau du centre de masse G du système. En effet, pour un ensemble de 
N masses m, localisées aux points M,, la résultante du poids s'écrit : 


N N N ’ 
Fe SP = my(M)eS m qe OK) = : 5e SM OR 
i=1 i=1 = à 2_ 


On a supposé que l'extension spatiale du système est petite devant le rayon R; de 
la Terre. On en déduit finalement 


P = — Te eh. oc Mis g (G) (6.2) 








On voit que l'on a pu ii la distribution de masse par un point maté- 
riel contenant la masse totale, localisé au centre de masse. Ce résultat permet 
de ramener le poids à une force agissant sur un point matériel (le centre de 
masse). 


b) Force de Lorentz 


On rappelle l’expression (2.5) de la force de Lorentz exercée sur une particule M de 
(RATES q lorsque celle-ci est plongée dans un champ électrique E (M) et magnétique 
B(M), 


F(M) = q(E(M)+% A B(M)) (6.3) 


En ce qui concerne la contribution magnétique de cette force, on voit sur l’expression 


ci-dessus que celle-ci s’annule si la vitesse est nulle ou si le vecteur vitesse est colinéaire 
au champ magnétique. 


Quiz 6.4 


Dans la figure ci-dessous, on voit les traces produites par des photons de hautes 
énergies qui se matérialisent en paires électron-positron (ee), 


y —> e7 +et 
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[2 Exemples de forces 


Dans l'encart de droite, identifier la tra- 

jectoire de l'électron et celle du positron. 

1. positron vers le haut, électron vers le | 
bas 

2. électron vers le haut, positron vers le 
bas 

3. l'électron comme le positron se ré- 
partit sur les deux trajectoires, vers le 
haut et vers le bas 





Quiz 6.5 


Un aimant crée les lignes de champ ci-dessous. On rappelle qu'une ligne de champ 
est tangente au champ magnétique en tout point. Ainsi, les lignes de champ in- 
diquent la direction du champ magnétique. Par ailleurs, le champ magnétique va 
du pôle nord (indiqué par la lettre N) vers le pôle sud (indiqué par la lettre S). 

On suppose qu'un électron se déplace en tra- 


particule ? 
1. <— 3. T 5. zéro 
2. — 4. | 6. aucune des propositions 
précédentes 


__ Exercice 6.1 








En reprenant l’image du quiz 6.5, déterminer la direction de la force dans les 
situations suivantes : 

— un proton se déplace vers la droite au niveau du point B 

— un électron se déplace verticalement vers le haut au niveau du point C 


— un proton est au repos au niveau du point D 











| Focus | Invariance galiléenne et relativité restreinte 


Le lecteur attentif aura remarqué que la force de Lorentz dépend de la vitesse. Mais 
la vitesse par rapport à quel référentiel ? Puisque la vitesse dépend du référentiel, 
la force de Lorentz semble donc ne pas être en accord avec le principe de relativité 
galiléenne. Pour s'en sortir, on est donc obligé d'admettre que puisque Ÿ change 
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avec le référentiel, les champs électrique E et magnétique B doivent également 
dépendre du référentiel, afin que la force, elle, soit bien invariante. 


Pour trouver l'évolution de ces champs, considérons la situation suivante : un train 
se déplace à une vitesse V et passe devant un quai. On suppose que sur le quai, 


un observateur mesure un champ électrique E et un champ magnétique B. La 
question est de savoir quels sont les champs mesurés par un observateur dans le 
train (donc en déplacement à la vitesse V par rapport au quai). On notera Z le 
référentiel du quai et Z’ celui du train. 

Pour cela, on part du postulat de Newton qui stipule que la force qu'exerce le champ 
électromagnétique sur des charges est indépendante de l'observateur. On va donc 
considérer une particule q et calculer, dans les référentiels Z et 7”, la force de 
Lorentz qui agit dessus! : 


F'=q(E' +74 B') = F=q(E+TVAE) 





Où v et v’ désignent les vitesses de la charge q dans les référentiels Z et’. On 


utilise ensuite la loi de composition des vitesses (5.11), à savoir d'=T— Ÿ. On en 
déduit 





É'HITAB-VAB-=-E+ITAE 


La relation précédente doit être vraie quel que soit w, donc en particulier pour 
d = Ü.Onentire 


F' - E+VA B’ puis TA(B-F) ( 





Cette dernière relation devant être vraie quel que soit w, on en déduit finalement 
B' = B. Au final, on doit avoir 


É'=É+VAË et B'=R (6.4) 





Il se trouve que ces relations ne sont pas exactement en accord avec la théorie de 
Maxwell de l'électromagnétisme. L'écart entre les deux prévisions sont de l'ordre 
de v?/c?, ce qui semble indiquer que des problèmes apparaissent quand la vitesse 
s'approche de celle de la lumière. Une de nos hypothèses ne doit donc pas être va- 
lable. Pour résoudre ce conflit, Einstein a eu l'idée audacieuse de remettre en cause 
la loi de composition des vitesses, et remplacer les transformations galiléennes de 
coordonnées par des transformations de Lorentz. La relativité restreinte venait de 
naître, et avec elle une nouvelle vision de l'espace-temps. 





1. On utilise le fait que q” = q car la charge est un invariant par changement de référentiel (c’est un 


postulat sur la charge électrique). 
2. Et donc remplacer la loi de composition des vitesses par ce qu’on appelle des boosts. 
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2.2 Forces de contact exercées par un fluide 


Les forces de contact sont la résultante compliquée d’interactions fondamentales entre 
les particules constituant les systèmes qui interagissent. On en donne ci-dessous un 
classement phénoménologique selon la nature du contact entre le point matériel et son 
environnement. 


a) Actions exercées sur un objet au repos 


Lorsque l'objet est au repos par rapport au fluide, la seule force en présence est la poussée 
d’Archimède P,, 





— 
Pa = = Piuide Vimmersé Ÿ (6.5) 


OÙ Pfuide est la masse volumique du fluide, Vimmergé le Volume immergé de l’objet 
(qui n’est pas nécessairement entièrement immergé) et Ÿ le champ gravitationnel. Le 
volume immergé correspond au volume d’eau déplacé par la présence de l’objet (voir 
figure 6.1). Ainsi, on peut retenir que la poussée d’Archimède est égale à l’opposée du 
poids du volume d’eau déplacé. 


en 2 


fluide 





Figure 6.1 — Poussée d'Archimède. Cette poussée a comme point d'application le 
centre de masse du volume d'eau déplacé (noté C). 


__Exercice 6.2 





Que dire des poussées d’Archimède d’un objet totalement immergé dans l’eau et 
dans l’huile ? Même question si l’objet est supposé flotter dans les deux liquides. 











Physiquement, cette force résulte de la somme des forces de pression agissant sur 
l’objet. Puisque le fluide est soumis au champ gravitationnel, la pression est plus forte 
en bas qu’en haut, ce qui explique que la résultante soit globalement une force dirigée 
vers le haut!. 





1. La démonstration de l’équation (6.5) sort du cadre de ce livre. Cependant, le lecteur intéressé et 
habile mathématiquement pourra tenter de démontrer ce résultat en utilisant le fait que la pression 
dans un fluide s’écrit p(z) — Po + Piuidg2 (avec z la profondeur) et que la pression génère une force 
élémentaire dF — pas sur un élément de surface élémentaire dS de normale entrante 7 dans 
l’objet. 
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Quiz 6.6 


Une personne tient deux briques identiques totalement immergées sous l'eau. La 
brique A est juste en dessous du niveau de l'eau tandis que la brique B est tenue 
plus en profondeur. La poussée d'Archimède sur la brique B est : 


1. plus grande que 2. égale à 3. plus petite que 
celle sur la brique A. 


Quiz 6.7 


Un glaçon fond dans un verre d'eau. Comment évolue le niveau d'eau dans le 
verre ? 


1. il monte 2. il descend 3. il reste constant 


PAUSE RÉFLEXIVE 


À la lumière du quiz 6.7, discutez la montée du niveau des eaux sur Terre vis-à-vis 
de la fonte des icebergs. 





Quiz 6.8 


Un bateau flotte sur un lac. On note le niveau d'eau au niveau de la coque. Le ca- 
pitaine du bateau fait descendre son ancre dans le lac, sans que celle-ci ne touche 
le fond. Comment évolue le niveau de flottaison ? 


1. il monte (le bateau 2. il descend (le bateau 3. il reste constant 
s'enfonce) remonte) 


Si l’objet est entièrement immergé, on peut écrire Vimmergé = Vobjet = M /p, avec p 
la masse volumique de l’objet et m sa masse. Aïnsi, 


P=-féng + P+P=m(i-lut)7em (66 


Et donc la somme du poids et de la poussée d’Archimède s’écrit finalement comme un 
poids effectif correspondant à un champ gravitationnel effectif mé donné par 
v'=4(1- Prat | (6.7) 


P 
Celui-ci peut être dirigé vers le bas si 9 > Piuide (objet coulera) ou vers le haut si 


P < Pfui (l’objet flottera à la surface de l’eau). Physiquement, il est donc facile de 
déterminer si un objet coulera ou flottera, il suffit de comparer sa masse volumique à 
celle du fluide dans lequel on le plonge! . Lorsque l’objet coule, la norme de 4! est plus 
petite que celle de ri (car 1 — Piuide/P < 1), ce qui explique qu’un objet semble moins 
lourd dans l’eau. Pour le corps humain, essentiellement constitué d’eau, cela donne un 
poids effectif quasimment nul°. 





1. Dans le cas particulier p — Pnuide, l’objet restera à la position dans laquelle on le met, il ne descend 


pas, il ne remonte pas. On dit qu’il est entre deux eaux. 
2. Ce qui explique que les astronautes s’entrafnent dans des piscines pour simuler l’impesanteur. 
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Quiz 6.9 


Pour deux objets de même volume mais de compositions différentes, totalement 
immergés dans un liquide, la poussée d'Archimède sera 


1. plus importante pour l'objet le plus lourd 
2. la même pour les deux objets 
3. plus importante pour l'objet le plus léger 


| Fous | Poussée d'Archimède dans l'air 


Si le fluide est l'air, la masse volumique de l'air étant très faible devant celle 
d'un fluide condensé (typiquement un facteur 1000), la poussée d'Archimède sera 
beaucoup plus faible. C'est la raison pour laquelle elle sera la plupart du temps 
négligée dans l'air. Cependant, cette force existe bel et bien, et n'est pas toujours 
négligeable. En effet, c'est elle qui explique que les montgolfières peuvent voler. 
Pour cela, il faut un objet dont la masse volumique totale soit plus petite que celle 
de l'air, à savoir p < pa = 1kg.m *. 


| Focus | Centre de poussée 


Que dire du point d'application de la poussée d’Archimède ? Puisque celle-ci est 
donnée par l'opposé du poids du volume d'eau déplacé, on ne sera pas surpris que 
le point d'application de la poussée d'Archimède soit le centre de masse du vo- 
lume d'eau déplacé (c'est-à-dire le centre de masse de ce volume s'il était rempli 
d'eau). Le point d'application est aussi appelé le centre de poussée. Ainsi, lorsque 
vous représentez la poussée d'Archimède sur un solide, il faut mettre son point 
d'application au niveau du centre de poussée. 


Quiz 6.10 


Le centre de masse G du glaçon et le centre de poussée C d'Archimède sont 
représentés ci-dessous. 


Que va-t-il se passer ? 

1. le glaçon va rester immobile 

2. le glaçon va tourner dans le sens des 
aiguilles d'une montre 





3. le glaçon va tourner dans le sens in- 
verse des aiguilles d'une montre 


fluide 





1. Pour trouver €, il suffit de chercher le point d’intersection des trois médianes du triangle qui est 
sous l’eau. En effet, le centre de masse d’un triangle plein homogène coïncide avec le barycentre du 
triangle. 
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b) Actions exercées sur un objet en mouvement 


Lorsque l’objet se déplace dans le fluide, il faut rajouter une autre force, qui possède deux 
composantes, une colinéaire au vecteur vitesse, et l’autre perpendiculaire au vecteur 
vitesse. 


1. Une force de frottement, de même direction mais de sens opposé au vecteur vitesse 
%, dont la norme augmente quand la vitesse augmente!. Cette force de frotte- 
ment s’oppose donc au mouvement, d’autant plus fortement que l’objet se déplace 
rapidement. Elle peut prendre deux formes simples mais différentes, selon que le 
mouvement ait lieu à petite vitesse ou à grande vitesse?. 

(a) À faible vitesse, on est en présence d’un frottement fluide, dont la force est 


donnée par 





F° — KT avec k1 > 0 (6.8) 


Aüinsi cette force augmente linéairement avec la vitesse. C’est cette modélisation 
qui fonctionne bien lors du mouvement d’un objet dans un fluide visqueux (voir 
la note de bas de page sur le nombre de Reynolds). On montre que le coefficient 
k1 s'écrit, pour une sphère de rayon r, 


k1 = 6rnr (6.9) 


où 7 est appelée viscosité dynamique du fluide. Cette expression porte aussi le 
nom de loi de Stokes. 


Quiz 6.11 


On considère le mouvement d'une particule dans un milieu fluide. Quelle est la 
direction et le sens de la force de frottement fluide au point P; ? Et au point P, ? 








1. Pour que ces forces soient en accord avec le principe de relativité, il faut que la vitesse qui inter- 
vienne soit la vitesse relative de l’objet par rapport au fluide. En effet, cette vitesse relative est bien 


invariante par changement de référentiel galiléen. 
2. En fait cette caractérisation n’est pas très précise ici, car il faudrait mentionner par rapport à quelle 


vitesse on parle. Pour cela, il faut introduire le nombre de Reynolds (sans dimension), Re — én avec 
L une échelle caractéristique de longueur et n la viscosité dynamique. L’approximation des petites vi- 
tesses correspond à un faible nombre de Reynolds, Re < 1. Le cas grande vitesse marche correctement 
lorsque typiquement Re > 10%. 


© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit. 


e Exemples de forces 


(b) A vitesse importante, on est plutôt en présence d’une force de traînée, donnée 


par 
F, =-kuv avec k > ol (6.10) 


Cette fois, la force augmente quadratiquement avec la vitesse (F2 x v?). C’est 
la forme pertinente pour décrire par exemple le frottement exercé par l’air sur un 
parachutiste, une voiture ou un TGV. On montre que le coefficient k2 s'écrit 


1 





où p est la masse volumique du fluide, c une constante aérodynamique sans di- 
mension (appelée coefficient de traînée! ), et S la section de l’objet (projetée dans 
la direction du mouvement). 


2. Une force de portance, qui est perpendiculaire au vecteur vitesse de l’objet par rapport 
au fluide, et qui augmente avec la vitesse. Cette force explique pourquoi les oiseaux 
(ou les avions) volent. Pour une aile d’avion, cette portance s’exprime exactement 
comme la force de traînée, en remplaçant c par c’. Ainsi, la portance est également 
proportionnelle au carré de la vitesse?. 






portance résultante des forces 
LE 


ni traînée 


2.3 Forces de contact exercées par un solide 


a) Contact entre deux solides -— réaction d'un support 


On s'intéresse ici à la force R résultant du contact entre deux solides Z et 2 (le 
contact pouvant être ponctuel ou non°). On appellera souvent cette force la réaction du 
support .2 sur le solide .7. 


_ — 

La force R comporte deux composantes, une composante R,, normale au plan tan- 
gent de contact entre les deux solides, et une composante tangentielle R;. La composante 
tangentielle est responsable du frottement exercé entre .72 et .72. Expérimentalement, 





1. Le coefficient c est parfois noté c>, en référence au fait qu’il correspond à un frottement qui a pour 
direction le vecteur vitesse. Cette dénomination est à l’origine du choix de Citroën de nommer une de 
ses voitures emblématiques la CX, car celle-ci avait un coefficient de traînée très faible pour l’époque. 
Aujourd’hui, les voitures performantes ont des c; de l’ordre de 0,25. En élément de comparaison, une 
aile d’avion possède un c, inférieur à 1072, et Usain Bolt possède un c; de 1,2. 

2. Le coefficient c’ est parfois noté c., et le rapport c; /c. est appelé la finesse. Plus celle-ci est grande, 


et mieux vole l’avion car le rapport portance sur trafnée est meilleur. 
3. Notez qu’on ne s’intéressera pas au point d’application de cette force, qui nous demanderait d’utiliser 


un autre théorème de la mécanique pour éventuellement le déterminer (théorème du moment cinétique). 
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4e 
A 
—+ 
R: Pa 


6 : 2 ” 4 % 
Figure 6.2 - Contact entre deux solides .%1 et .72. La réaction R se décompose en une 
composante normale R, et Une composante tangentielle R;. La figure de droite 


" " : STE ré À 
représente le cône de frottement statique, à l'intérieur duquel la force R doit se trouver 
pour que le solide .71 ne glisse pas sur .72. 


la composante tangentielle vérifie les conditions suivantes appelées lois de Coulomb, 
selon que le solide .7 glisse ou adhère sur 2 : 


; : : È : — : 
— si la vitesse de glissement est nulle, à savoir v (I € //.92) = 0, alors on dit que 
le solide .7 adhère à .92. Dans ce cas, la composante tangentielle vérifie la condition 
suivante 


IR] < 2, |R;] (6.12) 








où y, est un coeñicient sans dimension nommé coefficient de frottement statique. La 
direction de R; peut être déterminée en écrivant l’équilibre des forces. En tout cas, 
pour vérifier la condition (6.12), la réaction R doit être contenue dans un cône de 
demi-angle &/2 = tan y, (voir figure 6.2). Si la composante tangentielle dépasse la 
valeur critique u.R,, le solide .7 se met alors à glisser sur 72. 


; _ 
: Exemple 6.2 Par exemple, dans la figure 6.2, la composante R; compense la force 
: F exercée par le doigt sur le solide .7 ; ainsi cette force est de sens opposé à F et 
? augmente avec cette force. 


: : < s : > : 
— si la vitesse de glissement est non nulle, à savoir v(I € A1/.92) Æ 0, lesolide 7 
glisse sur le solide .72. Dans ce cas, on constate expérimentalement que 


IF 


avec j44 une constante sans dimension appelée coefficient de frottement dynamique. 


+ IR, (6.13) 














EE ailleurs, R; est colinéaire et de sens opposé au vecteur vitesse de glissement, 
R;/ v et R; - Ÿ < 0. Notez bien que contrairement à (6.12), l’équation (6.13) est 
une égalité et non pas une inégalité. 


Si Li, et 4 sont nuls, le contact est réalisé sans frottement, c’est-à-dire que R; = 0 
(mais R,, est non nul). 
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Coefficients de frottement statique versus 


dynamique 


Le coefficient de frottement dynamique est plus faible que le coefficient de frot- 
tement statique, uy < u,. Cela explique par exemple que lorsque l'on pousse 
une armoire sur un sol rugueux, on a la sensation que la résistance (en fait le frot- 
tement) est plus faible dès lors que le meuble se met en mouvement. Par ailleurs, 
en appliquant la deuxième loi de Newton, on en déduit que l'accélération subit 
une variation très importante au moment du glissement, provoquant un jerk im- 
portant. En effet, considérons une force de poussée F(t) qui augmente avec le 
temps. Au bout d'un certain temps T, la force de poussée devient égale à u,R,, 
le meuble se met alors à glisser. À l'instant { — T+, juste après le début de la 
phase de glissement, l'accélération passe brutalement d'une accélération nulle 
à une accélération valant : 


na FT) =, FT) hr, à 





R, 
(He la) 
m m m 


où on a utilisé le fait que la force de poussée ne varie presque pas entre t = T* 
ett = T_,oùelle vaut u,R,. Si le meuble est posé à l'horizontal, R, = mg et 
donc la variation brutale d'accélération s'écrit finalement Aa = (ui, — ua)g. 


Quiz 6.12 


Un bloc est au repos sur une surface rugueuse (avec frottement). Quel(s) dia- 
gramme(s) peut(ven)t correspondre au bilan des forces exercées sur le bloc ? 


RS AP ET 
ER SSS 


Chaque flèche représente une force. Considérez le nombre de flèches et leur 
direction mais ne tenez pas compte de leur longueur et de leur point d'application. 


1. 1 seulement 4. 4 seulement 7.1et4 

2. 2 seulement 5. 5 seulement 8. 2et4 

3. 3 seulement 6. 1et2 9. aucune des réponses 
Quiz 6.13 


Un bloc est lancé sur la surface rugueuse du quiz 6.12 et se déplace vers la droite. 
Quel(s) diagramme(s) peut(ven)t correspondre au bilan des forces exercées sur le 
bloc ? 


1. 1 seulement 4. 4 seulement 7. 1et4 
2. 2 seulement 5. 5 seulement 8. 2et4 
3. 3 seulement 6. 1et2 9. aucune des réponses 
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Quiz 6.14 


Un bloc se déplace vers la droite sur une surface sans frottement. On reprend la 
figure du quiz 6.12. Quel(s) diagramme(s) peut(ven)t correspondre au bilan des 
forces exercées sur le bloc ? 


1. 1 seulement 4. 4 seulement 7.1et4 
2. 2 seulement 5. 5 seulement 8. 2et4 
3. 3 seulement 6. 1et2 9. aucune des réponses 


| Focus | Indépendance vis-à-vis de la surface de contact 


Les coefficients de frottement statique et dynamique ne dépendent pas de la taille 
de la surface de contact entre .71 et 92. Bien que ce résultat puisse paraître surpre- 
nant, il est en fait assez naturel quand on revient à une description microscopique 
du frottement, provenant de la présence d'aspérités à très petite échelle. En effet, à 
cause de ces aspérités, le nombre effectif de points réels de contact entre 1 et. S 
est assez limité (schématiquement, on peut penser comme si le contact reposait sur 
3 points de contact) et est donc complètement déconnecté de la taille de la surface 
de contact (très grossièrement, c'est toujours 3 points de contact, que la surface de 
contact soit de 1 cm? ou de 10 cm?). 


Quiz 6.15 


Un hockeyeur frappe un palet de hockey à la vitesse de 1m.s !. Le même ho- 
ckeyeur frappe maintenant le palet avec une vitesse supérieure à 1 m.s_!. Que dire 
de la force de frottement exercée par la glace sur le palet, par rapport à la première 
situation ? 


1. elle est plus petite 2. elle est identique 3. elle est plus grande 


Frottement versus pensée Aristotélicienne 
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Avec les lois que nous venons de présenter, on comprend mieux pourquoi 
la pensée aristotélicienne (« il faut une force pour avoir un mouvement, si on 
supprime la force le mouvement s'arrête ») a la vie dure. En effet, Aristote a bâti 
sa conception à partir du mouvement des objets observés par rapport à son 
référentiel, constitué de solides (ou de fluides) au repos par rapport à lui (sol, 
mur, air, etc.). Pour mettre en mouvement un objet, d’après les lois de Coulomb, 
il faut sortir du cône de frottement solide statique, donc exercer une certaine 
R: dépend de IR 
reliée au poids de l'objet, et donc à sa masse. Ainsi, plus l'objet est lourd, plus 
il est difficile de le mettre en mouvement. Si on oublie la présence de la force 
de frottement statique, on peut penser qu'il faut une force pour mettre en mou- 
vement un objet. Enfin, une fois que l'objet est en mouvement, les forces de 
frottements, qu'elles soient solides, fluides ou de traînée, augmentent avec la 


force. De plus, cette force minimale u, , Qui est souvent 
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masse de l'objet!. Ainsi, il faut exercer une force d'autant plus grande que la 
masse est importante pour être dans la situation du principe d'inertie (c'est- 
à-dire maintenir une vitesse constante). Si on ne réalise pas l'importance des 
forces de frottement, on pourrait naturellement penser qu'il faut une force pour 
maintenir un mouvement. 


b) Force de rappel élastique — loi de Hooke 


Un ressort est un objet élastique qui peut stocker de l’énergie sous forme de déformation. 
Dit autrement, il faut exercer une force pour étirer ou comprimer un ressort’. De façon 
équivalente (voir la section 3 du chapitre 7 sur la troisième loi de Newton), un ressort 
exerce une force lorsqu'il est déformé (allongé ou comprimé). Un ressort idéal est par- 
faitement élastique, c’est-à-dire qu’il reprend sa forme de repos après avoir subi une 
déformation®. Le modèle idéalisé de rappel élastique est tel que la force exercée par le 
ressort à son extrémité soit proportionnelle à l’allongement AL = £ — {5 du ressort, 


force x allongement & £ — £, (6.14) 


où L est la longueur du ressort, tandis que £ est appelée longueur à vide et représente 
la longueur du ressort lorsque celui-ci n’est ni étiré ni comprimé. La loi précédente, qui 
stipule que la déformation élastique est proportionnelle à la contrainte, s’appelle la loi 
de Hooke*, On peut écrire cette loi sous la forme 





F = —kAL e avec Al—=l—-E, (6.15) 


— k est une constante appelée raideur du ressort. La constante de raideur a pour unité 
N.m et pour dimension [k] = MT-?. Plus la raideur est importante, plus la force 
de rappel est importante pour une élongation donnée. Un ressort infiniment raide ne 


peut même pas être déformé, car il faudrait exercer une force infinie. 


e} indique la direction d’élongation du ressort et pointe vers des élonga- 


tions positives (voir figure 6.3). Si l’origine O est au niveau de la position à vide, alors 


— Le vecteur 


l'équation (6.15) peut s’écrire 


Fe (6.16) 





1. Typiquement, le frottement solide est proportionnel à la masse (R+ x m), le frottement fluide 
est proportionnel à une taille caractéristique r de l’objet, donc F1 œ& r x m!/° et la traînée est 
proportionnelle à la section S de l’objet, donc F2 x S x m?/3, Par analyse dimensionnelle, il ne peut 


pas en être autrement... 
2. L'énergie stockée est le travail de cette force, comme on le verra dans la partie IV. 
3. Quand ce n’est pas élastique, on dit que c’est plastique. Dans le cas plastique, l’objet ne reprend pas 


sa forme initiale après déformation. 
4. Robert Hooke est un physicien anglais qui a énoncé cette loi en 1676. Sa formulation originelle est 


«ut tensio sic vis », Ce qui signifie « telle extension, telle force ». R. Hooke était l’un des plus grands 
expérimentateurs de son époque. Sa loi n’est en fait que le premier terme d’un développement de Taylor, 
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1 position au repos 





O xt) -e Se 


Figure 6.3 - Force de rappel élastique exercée à l'extrémité d'un ressort. 


Quiz 6.16 


Considérons deux ressorts identiques. Le premier est étiré d'une élongation 
Al; > 0, le deuxième d'une élongation AZ, = 2AY,. Quelle force F, faut-il exercer 
à l'extrémité du ressort 2, comparé à la force F; ? 


1. F> = F/2 2. F =F; S; Rn = 2 


La force de rappel peut être dans un sens ou dans l’autre, selon que le ressort est 
comprimé (A£ < 0) ou étiré (AL > 0). Dans tous les cas, la force est dirigée de telle 
sorte qu’elle ramène vers la position à vide. Notons enfin que le modèle de ressort idéal 
est souvent pris de masse nulle!, ou tout du moins de masse négligeable de telle sorte 
que son poids soit faible par rapport à la force de rappel. On parle ici du ressort seul. Si 
on accroche une masse m à une de ses extrémités, cela revient à considérer que la masse 
du ressort est très petite devant la masse m. 


Quiz 6.17 


Considérons un ressort au repos, de longueur à vide £,. Dans la situation 1, on 
comprime le ressort d'un facteur deux ({ — £,/2). Dans la situation 2, on étire le 
ressort d'un facteur deux ({, — 2/5). Quelle situation demande d'exercer la force 
la plus grande ? 


1. situation 1 2. situation 2 3. les deux situations sont équivalentes 


PAUSE RÉFLEXIVE = 
Dans la figure 6.3, que vaut la force exercée par le ressort sur le mur à gauche ? 








qui n’est valable que lorsque la déformation n’est pas trop grande. Les ordres d’après contiennent des 
termes en AL?, AU, etc. 

1. Ainsi, un ressort idéal n’a pas d’inertie (sa quantité de mouvement est nulle). Quand il est globale- 
ment accéléré (par exemple dans une fusée), il garde ses mêmes propriétés, en particulier sa longueur 
à vide. 
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Quiz 6.18 


Supposez que vous tenez un ressort de raideur k par ses deux bouts. Vous exercez 
une force F de part et d'autre et cela crée une élongation A£. Que vaut AL? 


ER 
F F 
Quiz 6.19 


Deux ressorts de raideurs k, et k: sont associés en série. On tire sur le ressort 2 
avec une force de norme F. Que dire de la norme F;,_,, de la force exercée par le 
ressort 1 sur le ressort 2 ? 


1. Fo < F si k: < ko 
2. Fo <Fsi ki > ko F 
ki ko 


3. FES — F 


__ Exercice 6.3 





On considère deux ressorts de raideur k: et k2 et de même longueur à vide 45. 


ki 
| | | k: ko 
ko 


1. On associe les ressorts en parallèle (à gauche dans la figure ci-dessus). Mon- 
trer que l’association de ces deux ressorts est équivalente à un unique ressort de 
raideur key — k1 + k2 et de longueur à vide &4 = Lo. 

2. On associe cette fois les ressorts en série (à droite dans la figure ci-dessus). 
Montrer que cette fois 


—=—+— et La = 20 (6.17) 











Loi de Hooke et module de Young 


La loi de Hooke (6.15) est de portée assez générale. Elle ne se limite pas au 
seul ressort, mais de façon générale à l'ensemble des milieux dits élastiques. 
Cela comprend en particulier la déformation des solides (toujours dans la limite 
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élastique), comme par exemple la déformation d'un plongeoir, etc. De façon gé- 
nérale, la loi de Hooke précise que les déformations (A4) sont proportionnelles 
aux contraintes (la force F). Dans le cas d'un solide, il est courant de définir une 
force par unité de surface o = PS, qui a le bon goût d'être homogène à une 
pression, et un allongement relatif e = A£// (que l'on appelle aussi déformation). 
La loi de Hooke s'écrit alors o = EE, où E est appelé module de Young du so- 
lide. C'est un peu l'équivalent de la raideur d’un ressort, bien que la dimension 
et l'unité soient différentes, puisque le module de Young s'exprime en Pascal 
(symbol Pa, l'unité dérivée de la pression dans le système international). Cette 
loi est valable lorsque la compression ou l'étirement est dans la direction de la 
contrainte de pression. On peut généraliser à des déformations qui se produisent 
dans des directions perpendiculaires à la contrainte, ou lorsque la contrainte est 
un couple!. 


Quiz 6.20 


On considère un ressort que l'on tient verticalement par le haut. À son extrémité 
inférieure pend une masse m. À l'instant t — 0 vous lâchez le ressort. Comment 
évolue la longueur du ressort juste après l'avoir lâché ? 


1. elle diminue car l'ex- 2. elle reste constante car 3. elle augmente car l'ex- 


trémité du haut com- les deux extrémités com- trémité du bas com- 
mence par descendre mencent à descendre à mence par descendre 
plus vite que celle du la même vitesse plus vite que celle du 
bas haut 


c) Tension dans un fil inextensible 


Un fil peut se modéliser comme une collection de petits ressorts très raides, de masses 
négligeables et reliés en série les uns aux autres?. La tension en un point M donné d’un fil 
inextensible peut alors se comprendre comme une certaine limite de la force de rappel 
élastique étudiée ci-dessus. Plus précisément, il s’agit de la double limite & — co et 
AË — 0 (d’où la dénomination de fil inextensible), avec le produit 4 x A£ — cte ST 
qui tend vers une constante T qu’on appelle tension du fil au niveau du point M°. À 





1. Dans ce cas, la force de contrainte est globalement nulle, mais il existe un moment non nul des 


forces. Cela produit ce qu’on appelle un effet de cisaillement. 
2. Vous en comprendrez la raison à la lecture de la partie IV, dans laquelle on montrera que n’importe 


quel système peut être modélisé comme un oscillateur harmonique, c’est-à-dire justement un ressort 
de masse nulle, au voisinage de sa position d’équilibre. Or, un fil est simplement constitué d’atomes 
en interaction, qui oscillent autour de leur position d’équilibre. La raideur de ce ressort effectif est très 
forte car les interactions électromagnétiques sont très fortes. Autrement dit, un fil peut être modélisé 
comme une chaîne infinie de très petits ressorts couplés en série. 

3. Cette opération de passage à la limite où la taille tend vers zéro est très courante en physique et 
s’appelle un passage à la limite continue. 
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priori, cette tension peut dépendre du point M dans le fil. Cependant, si le fil est au 
repos et qu’il n’est soumis à aucune force tangentielle!, en dehors des forces agissant à 
ses extrémités, cette tension est la même en tout point du fil. Sile filesten mouvement, 
il faut en plus que sa masse soit nulle pour que son inertie soit négligeable. Par ailleurs, 
cette force de tension a le même sens que la force de rappel élastique, à savoir que si 
on considère la tension à une extrémité d’un fil, celle-ci est dirigée de l’extrémité vers 
l’intérieur du fil, tout en étant tangente au fil. Si la tension en un point est nulle, le fil est 
dit détendu en ce point, sinon il est tendu. 


» 4 





Figure 6.4 — Tension dans un fil inextensible. La tension est constante en norme si le fil 
est de masse nulle et n'est pas soumis à des contraintes tangentielles en dehors de ses 
extrémités. Sa direction est tangente au fil, et son sens vers l'intérieur du fil. Les flèches 
radiales à droite représentent les forces exercées par la poulie sur chaque élément du fil 
en contact avec la poulie. Puisque la poulie peut librement tourner, ces forces sont 


perpendiculaires au fil R = 0). 


| Focus | Effet d'une poulie idéale sur la tension d'un fil 


Un fil peut être tendu et pour autant ne pas être rectiligne, en particulier lorsque 
l'on agit par une action (donc une force) au niveau de certains points du fil. Ceci se 
produit par exemple lorsque le fil passe par une poulie, ou bien encore lorsque l'on 
vient le pincer avec sa main à un endroit donné (pensez par exemple à la corde d'un 
arc tendu par un archer). Dans le cas général, ces actions extérieures vont produire 
des tensions différentes le long du fil. Cependant, si les forces qui s'exercent sur 
le fil en chaque point de celui-ci ne possèdent pas de composante tangente au fil, 
mais seulement des composantes perpendiculaires à celui-ci, alors la tension du fil 
restera constante le long de ce dernier. C'est exactement ce que produit le modèle 





1. Ou bien si ces forces tangentielles sont négligeables devant les autres forces en jeu. 

2. Si on en revient à la description du fil comme une chaîne de ressorts, ce résultat paraît évident. En 
effet, une force perpendiculaire à l’axe d’un ressort ne produit pas de force de rappel, seule une force 
tangente à l’axe du ressort peut produire une force de rappel, et donc modifier la tension au point où 


se produit cette force tangentielle. 
3. Une situation simple pour vous convaincre : prenez un fil, que vous tendez horizontalement en le 


tirant à une de ses extrémités avec une main, et au milieu du fil avec l’autre main. Le fil possèdera une 
partie tendue horizontalement entre vos mains, et l’autre partie du fil pendra librement verticalement, 
avec une tension presque nulle (voir l’encart sur le fil de masse non nulle). 
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de poulie idéale, sur lequel un fil peut glisser sans frottement. Ainsi, il faut retenir 
qu'une poulie idéale a la propriété de pouvoir changer la direction de la tension 
dans un fil, sans en changer la norme (voir la figure 6.4). 


Fil de masse non négligeable soumis à son poids 
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Cet encart demande au préalable d'avoir lu le chapitre 7, vous pouvez le passer 
en première lecture. || sert à montrer dans un cas simple comment une contrainte 
tangentielle peut donner lieu à une variation de la tension le long du fil. La si- 
tuation que l'on étudie est donc celle d'un fil de masse non nulle (masse m) 


suspendu verticalement au plafond, soumis à son propre poids. La tension 
du fil au niveau du point d'attache est égale au poids du fil. En effet, en définis- 
sant comme système .7 = {fil}, la deuxième loi de Newton (2LN) implique que 


a 

Fiat. + P = 0. Puis la troisième loi de Newton (3LN) nous indique que la 
ed 

tension du fil en haut s'écrit T = —F ar. -.#, et donc T = PF = ma. 


Maintenant, découpons par la pensée le système .7 en deux morceaux de fil, 
à + 2, le morceau 71 occupant la moitié supérieure du fil et la partie Z la 


moitié inférieure (voir la figure ci-dessus). Cherchons la tension T’ au sein de 
7, au niveau de son extrémité du bas (donc au milieu de .S). Si on raisonne sur 


à RE — 
le système .%, la 2LN nous fournit Fu. +P:+F:,, = 0,avec P; — 


_ ne 
PV = mg /2 et Fours, = —T puisque cette force ne change pas parce 
qu'on a décidé de découper .7 par la pensée. Enfin, la 3LN indique cette fois 


=———— 4 
que Fz, ss = 2 et donc T' = mg /2. Ainsi, T' < IT 
ne se conserve pas le long du fil. Cette tension décroît en descendant le long du 


, la tension 























1. Notons qu’en réalité, une poulie tourne car justement il y a du frottement qui assure que le fil a une 
vitesse de glissement nulle par rapport à la poulie. Par contre, la poulie peut tourner sans frottement 
autour de son axe de rotation. Ainsi, si une composante tangentielle de la force exercée par la poulie 
sur le fil existait, alors d’après le principe des actions réciproques (voir la section 3 du chapitre 7), cela 
signifie que le fil exercerait une force tangentielle sur la poulie. Celle-ci se mettrait alors en rotation, 
jusqu’à la disparition d’une telle composante. Donc du point de vue de la statique, une poulie qui 
tourne sans frottement autour de son axe mais qui frotte avec le fil pour assurer une condition de non- 
glissement est équivalente au modèle de poulie idéale qui ne tourne pas et dans lequel le fil glisse sans 
frottement sur la poulie. Du point de vue de la dynamique, les deux situations sont différentes sauf si 
la poulie n’a pas d’inertie, c’est-à-dire si elle est de masse nulle (auquel cas on en revient au cas du 
modèle de poulie idéale). 
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fil, et devient même nulle en bas du fil. Finalement rien de surprenant, car si on 
s'intéresse à un tout petit morceau de fil en bas, il est soumis à un poids très 
faible, et comme il est à l'équilibre, cela signifie que la partie de dessus n'exerce 
qu'une toute petite force sur lui pour le maintenir sur place. Maintenant, si on 
accroche une masse M © m à l'extrémité inférieure du fil, alors la variation de 
la tension le long du fil (qui vaut mg d'après ce qu'on vient de voir ci-dessus) 
devient négligeable devant le poids Mg de la masse M. On peut donc en revenir 
à un modèle de tension constante. Dans la plupart des situations impliquant un 
fil, la masse de celle-ci est négligeable. Quand ce n'est pas le cas, on parlera 
souvent de corde, ou câble, en réservant le mot fil au modèle de masse nulle!. 


Fil d'inertie non négligeable 


Considérons la situation de la figure ci-dessous, dans laquelle un camion de 
masse m: remorque une voiture de masse m.. Le fil est supposé posséder une 
masse m/ non nulle. L'ensemble possède une accélérération À = @ = a = a. 





Raisonnons sur le système constitué du fil seul. Celui-ci possède une accélération 
a} — % et est soumis à deux forces à ses extrémités, qui sont les (opposés des) 


ee 
tensions T; et T; du fil. La 2LN nous dit que 
D 
ms = Ti +T: ce TT; =mya>0 


où T, et T: sont les normes des tensions. Autrement dit, la tension au niveau du 
camion est plus grande que celle au niveau de la voiture. Plus précisément, on 
peut exprimer a en fonction des masses et de la force de poussée, en appliquant 
la 2LN sur le système {m1 + my + Mo}, 
m 
(tte Na ee CT D __— 
Ma + Ms + Ma 
Sims € Mu, m>, alors T; & T, et on retrouve le cas du fil idéal. Ainsi, un fil idéal 
doit être d'inertie nulle (de masse nulle) pour que la tension au sein de celui-ci 
soit constante même lorsqu'il est accéléré. 


__ Exercice 6.4 





Calculer la tension T(x) dans le fil en fonction de la distance x par rapport au 
point d'attache à la masse m1. On notera L la longueur totale du fil, de telle 
sorte que T(0) = T; et T(L) = T2. 











1. Si le fil a une masse nulle, m = 0, la tension est donc nulle tout au long du fil suspendu. 
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QUES 7 


Lois de Newton 


Isaac Newton énonce dans Principia, en 1687, les trois lois dites de Newton. Ces lois 
sont le fondement de la mécanique newtonienne que l’on enseigne depuis plus de trois 
siècles. 


Si j'ai vu plus loin que les autres, c’est parce que j'ai été porté par des épaules de 
géants. 


Isaac Newton 


Les géants dont parle Newton sont Galilée, Torricelli, Descartes, Huygens, Hooke, 
parmi d’autres encore. Il faut retenir de cette célèbre phrase de Newton que la science 
n’est pas l’histoire d’un seul homme, mais qu’elle s’appuie sur le travail des chercheurs 
qui nous ont précédés. La science avance le plus souvent par petits pas, de façon incré- 
mentale, puis soudain un génie la fait avancer d’un bond de géant et nous fait changer 
de paradigme. Dans ce processus, tous les chercheurs ont leur place!. 


On repart de l’équation (IIL.6) qui nous sert de fil rouge, 
— 
Ap=A(my)= SEA (7.1) 


où »_ Fu représente la résultante des forces extérieures agissant sur le système consi- 
déré, entre le temps t et t + At. Cette quantité peut dépendre du temps. 


Première loi de Newton (1LN) ou principe 
d'inertie 





1.1 Aspect historique 


La pensée aristotélicienne (Aristote, V® siècle av. J.-C) affirme qu’une force provoque 
le mouvement et pour que le mouvement continue, il faut maintenir une force totale non 
nulle. Il a fallu des siècles de réflexions humaines et d’expériences méticuleuses pour 





1. Un peu comme dans un match de football, l’attaquant ne peut marquer que si la balle lui a été 
acheminé par le reste de l’équipe. 
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se débarrasser de cette conception!. La raison est qu’expérimentalement, à cause des 
forces de frottement, il est difficile de réaliser une situation de mouvement où la somme 
des forces est nulle’. 


| Focus | Expériences de Galilée 


Le principe d'inertie est un principe assez puissant, dont on ne réalise pas la portée 
au premier abord. Quand on commence à la réaliser, il est normal de résister dans 
un premier temps. Après tout, si on arrête d'appuyer sur l'accélérateur, la voiture 
s'arrête, si on arrête de pédaler, le vélo s'arrête, etc. L'idée initiale qui est profondé- 
ment ancrée en nous est que le repos est un état spécial, très particulier. Il a fallu des 
expériences précises pour déconstruire la pensée aristotélicienne. Les expériences 
les plus célèbres sont celles menées par Galilée au XVII siècle à l'aide de boules 
glissant avec très peu de frottements* sur des plans inclinés. 


S_ Fax # 0 





Ÿ 


mouvement : mouvement 
accéléré rectiligne uniforme 


Le génie de Galilée lui a permis de comprendre que ce qui se passe quand la somme 
des forces est nulle est équivalent à ce qui se passe quand aucune force du tout 
n'agit. Difficile à l'époque de réaliser une expérience où aucune force n'agjit°. 


Quiz 7.1 
Pour qu'il y ait un mouvement, il faut nécessairement une force. 


1. vrai 2. faux 





1. Tout du moins dans les livres, mais pas nécessairement dans nos têtes car les idées initiales d’Aristote 
ont la vie dure, même pour un étudiant physicien. Un des objectifs de ce livre est que lorsque vous le 
refermerez, votre esprit aura basculé de la pensée d’Aristote vers celle de Newton. 

2. Et ainsi constater que dans ce cas un mouvement peut avoir lieu, et qu’il est bien rectiligne uniforme. 
3. Les frottements mentionnés ici relèvent du frottement solide R; introduit dans la section 2.3 du 


chapitre 6. 
4. On mentionne souvent les expériences menées par Galilée du haut de la tour de Pise, mais ces 


expériences n’ont probablement jamais eu lieu. Par ailleurs, le frottement trop important dans l’air 


rendrait ces expériences moins concluantes que celles plus astucieuses du plan incliné. 
5. Le problème étant de se débarrasser du poids ! 
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1.2 Énoncé du principe 


Définition 7.1 DS neeneneneeneeneneneneeneenenennenenenenneeneneneneneneneenenenenenenenee, : 
CEE Principe d'inertie É 


Un corps, en l’absence de forces extérieures agissant sur lui (système isolé), est en 
: mouvement rectiligne uniforme (le repos étant un cas particulier de cet état). 


Ce principe est en accord avec notre équation « fil-rouge », car 
> _—. 
AP = Y Ft 0 D =mvo = ct (7.2) 


Le principe d’inertie s'applique également lorsque l’objet est soumis à des forces, 
—_— 








mais que la résultante de ces forces est nulle, 5 Fix, = 0. Nous pouvons le voir grâce 
à notre équation « fil-rouge », ou plus loin grâce à la deuxième loi de Newton. Autrement 
dit, du point de vue de la dynamique d’un point matériel, il n’y a aucune différence entre 
système isolé et système soumis à une résultante des forces nulle (voir néanmoins la 
remarque ci-après dans le cas où le système est étendu). 

Le principe d’inertie est donc un principe de conservation de la quantité de mouve- 
ment pour un système isolé, ou bien soumis à une résultante des forces nulle. Puisque 
le système est isolé, sa masse est conservée et donc la conservation de la quantité de 
mouvement est finalement une conservation de la vitesse w si le système est constitué 
d’une seule particule, et sinon une conservation de la vitesse vé du centre de masse pour 
un système étendu. 


Quiz 7.2 
Laquelle de ces propositions est vraie ? 
1. le seul mouvement naturel d'un objet est de ne pas bouger 


2. lorsqu'un objet est en mouvement continu, même à vitesse constante, une force 
agit sur lui dans le sens du mouvement 


3. tous les objets peuvent être arrêtés en enlevant la force qui agit sur eux 


4. lorsque plus aucune force n'agit sur un objet, la masse de celui-ci fait qu'il finit 
par s'arrêter 


5. l'inertie est une force qui garde les objets en mouvement 


©œ 


. toutes ces propositions 
7. aucune de ces propositions 


| Focus | À propos du repos 


Galilée disait que « le mouvement [rectiligne uniforme] n'est rien ». Le repos (no- 
tion dépendant d'ailleurs du référentiel) n'est en effet qu'un cas particulier du 
mouvement rectiligne uniforme, qui n'a justement rien. de particulier ! 
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Quiz 7.3 


Laquelle de ces propositions est correcte ? 


1. 


il est possible pour un objet d'être en mouvement en l'absence de forces 
s'exercant sur cet objet 


2. il est possible qu'un objet subisse des forces mais soit néanmoins au repos 


(absence de mouvement) 


3. aucune des réponses 1 et 2 n'est correcte 


4. les réponses 1 et 2 sont toutes les deux correctes 


est 


Le principe d'inertie peut aussi être utilisé dans l’autre sens, puisque l’équation (7.2) 
une égalité. Autrement dit, si un objet possède une quantité de mouvement qui est 


constante, alors nécessairement la résultante des forces extérieures est nulle. 


Quiz 7.4 


Ma voiture est en panne sur une route horizontale. Je décide de la pousser à vitesse 
constante. Ouelle flèche représente le mieux la direction et le sens de la somme 


d 


1. 


0 BR © N 


es forces agissant sur la voiture ? 
A 
. B 

C 


À 
‘ re) 
D D 
. aucune, la B 
somme des C 


forces est 
nulle 


Quiz 7.5 


U 


ne personne pousse un bloc sur une surface horizontale rugueuse à vitesse 


constante en appliquant une force F telle que représentée ci-dessous. Les flèches 


d 


u diagramme indiquent correctement les directions des diverses forces sur le bloc, 


mais pas nécessairement leurs normes. 


Laquelle des relations suivantes entre les normes 
B,T,N et F doit être vrai 
des forces P, T',N et F doit être vraie? 


1 


0 BR © N 


Le SRE RNE=R : 
.F=TetN>P | 
MISE UNE re 

.F>TetN<P 

. aucune solution n'est possible 
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On peut aussi être amené à utiliser le principe d’inertie localement (dans le temps), 
c’est-à-dire que la somme des forces extérieures qui agit sur un système s’annule juste 
à un instant { donné (pas avant, pas après). On sait alors qu’à cet instant #, la quantité de 
mouvement est stationnaire, c’est-à-dire que sa dérivée s’annule à cet instant. Physique- 
ment, cela veut dire que la quantité de mouvement est localement constante (elle passe 
par un maximum ou un minimum à cet instant {). 


Le principe d’inertie (ou 1LN) est une équation vectorielle. Ainsi, c’est en fait trois 
équations, une par composante. Cela implique en particulier que si, par exemple, la com- 
posante horizontale des forces est nulle, alors la composante horizontale de la quantité 
de mouvement se conserve. Ceci est vrai même s’il existe une composante verticale des 
forces, auquel cas la composante verticale de la quantité de mouvement va varier mais 
la composante horizontale reste, elle, constante. 


Quiz 7.6 


Supposez que vous êtes en vélo et que vous vous déplacez à vitesse constante. 
Imaginons que vous souhaiïtiez lancer une pièce en l'air, et faire en sorte que cette 
pièce retombe exactement dans votre main, alors que vous continuez à vous dépla- 
cer à vitesse constante. On néglige les frottements. Comment devez-vous lancer la 
pièce ? 

1. vers l'avant du vélo par rapport à vous 

2. à la verticale par rapport à vous 

3. vers l'arrière du vélo par rapport à vous 


Quiz 7.7 


On considère une voiture à l'arrêt dans laquelle on accroche au plafond un pendule 
constitué d’une boule de pétanque de masse m. À l'instant initial, la voiture se met 
à accélérer vers l'avant. 

Pour un passager de la voiture, dans _— 

quelle direction va s'incliner le pendule ? pendule m 

1. vers l'avant 

2. vers l'arrière 

3. le pendule reste vertical 


PAUSE RÉFLEXIVE 
Si, à la place d'un pendule, on accroche au plancher de la voiture un ballon de bau- 
druche gonflé à l'hélium, justifiez que celui-ci se déplace vers l'avant de la voiture 
(!) quand celle-ci se met à accélérer vers l'avant!. 








1. Faites l’expérience par vous-même, ou bien consultez cette vidéo pour vous en persuader : 
https://youtu.be/y8mzDvpKZfY ?t=35s 
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Application au corps éten 
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Q 


U 


Si l'objet n'est pas un point matériel, le principe d'inertie s'applique pour le 
centre de masse (centre de gravité de l'objet). Ce résultat est évident si on se 
rappelle de l'équation (111.7). L'objet peut par contre tourner autour de son centre 
de gravité. || n'y a donc plus dégénérescence entre absence de force et nullité 
de la résultante des forces. Par exemple, quand on ouvre un bouchon de bou- 
teille, la somme des forces que l'on exerce est nulle, mais il y a bien une action 
de rotation du bouchon. 


1.3 Référentiel galiléen 


Définition 7.2 sense enneenee srreeeeeneenennennenneneeneenennennennenneneenennennennenneneenennennennennese, : 
CES Référentiel galiléen É 


Il existe une classe de référentiels privilégiés, appelés référentiels galiléens!, dans 
: laquelle le principe d’inertie est vérifié. 


Cette affirmation ne diminue pas la portée du principe d’inertie, mais introduit une 
complication du fait que ce principe n’est strictement valable que pour une classe d’ob- 
servateurs (de référentiels). Par la même occasion, c’est l’ensemble de notre équation 
« fil-rouge » (7.1) qui se trouve n’être valable que dans ces référentiels galiléens. 


Mais alors comment savoir si on est dans un référentiel galiléen ? Eh bien il faut 
s'assurer que le principe d'inertie est bien vérifié ! Le poisson se mord un peu la queue, 
la définition d’un référentiel galiléen est confondue avec celle du principe d’inertie?. 
Une fois un référentiel galiléen identifié, la classe des référentiels galiléens est définie 
par les translations rectilignes uniformes. Aïnsi, tout référentiel animé d’un mouvement 
de translation rectiligne uniforme par rapport à un référentiel galiléen est lui-même 
galiléen. 

Se pose maintenant la question de savoir s’il existe des référentiels galiléens. 
En pratique, c’est une idéalisation, les référentiels s’en approchent sans être exacte- 
ment galiléens. On donne ci-dessous quelques exemples de référentiels classiques, qui 
s’approchent plus ou moins d’un référentiel galiléen. 





1. On parle aussi de référentiels d’inertie. 
2. Rappelons que ce concept de référentiel galiléen disparaît dans la théorie de la relativité générale, 


ce qui simplifie grandement le cadre conceptuel de la théorie car il n’y a plus de référentiel absolu 
(c’est-à-dire privilégié). 
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— Référentiel terrestre (ou référentiel du laboratoire). Il peut être considéré comme 
galiléen sur des échelles de temps 7 petites devant la période de rotation de la Terre 
sur elle-même, c’est-à-dire T & T = 24h. On peut vérifier très simplement que ce 
référentiel n’est pas galiléen, en constatant par exemple que les étoiles tournent dans 
le ciel autour de l’étoile polaire, au lieu d’avoir un mouvement rectiligne uniforme 
dans le ciel!. 


PAUSE RÉFLEXIVE 
Ouelle(s) autre(s) observation(s) permet(tent) de mettre en évidence le caractère 
non galiléen du référentiel terrestre ? 





— Référentiel géocentrique. Il est centré sur le centre de la Terre et possède des axes qui 
pointent vers des étoiles lointaines. Il est galiléen sur des échelles de temps T7 lan 
(c’est-à-dire la période de révolution de la Terre autour du Soleil). Cependant, puisque 
l’on observe une parallaxe des étoiles proches (c’est-à-dire que dans ce référentiel, les 
étoiles se déplacent un peu dans le ciel, en parcourant un petit cercle autour de leur 
position moyenne), cela prouve qu’il n’est pas parfaitement galiléen. 


— Référentiel héliocentrique. Il est centré sur le centre du Soleil, avec des axes pointant 
vers des étoiles lointaines. Il peut être considéré comme galiléen sur des échelles de 
temps Tr << 200 millions d’années, qui est environ la période de révolution du Soleil 
autour de la galaxie. 


Principe de Mach 


Le fait de pointer vers des étoiles lointaines pour s'approcher d'un référentiel ga- 
liléen a poussé Ernst Mach, un physicien et philosophe de la fin du XIX® siècle, à 
postuler que les référentiels galiléens devaient être définis par leur mouvement 
(leur accélération) par rapport aux masses lointaines (comme les galaxies loin- 
taines et la matière noire). Ainsi, l'inertie serait in fine définie par la distribution 
de masse dans l'Univers. Cette hypothèse n'a jamais pu être testée en soit, mais 
elle est ancrée partiellement dans la théorie de la relativité générale d'Einstein?. 





1. Une autre constatation expérimentale est celle du pendule de Foucault, parmi d’autres faits 


observationnels. 
2. Dans les années 1960, Carl Brans et Robert Dicke, deux physiciens américains, ont construit une 


théorie relativiste de la gravitation, concurrente de la théorie d’Einstein, dans laquelle le principe 
de Mach est l’un des fondements. Il se trouve que la conséquence naturelle de cette théorie est que 
la constante de gravitation de Newton G doit maintenant dépendre de la distribution de masse dans 
l'Univers, et se trouve donc dépendre de l’espace (si la distribution de masse n’est pas parfaitement 
homogène) et du temps (à cause de l’évolution de cette distribution de masse due aux mouvements 
propres et à l’expansion de l’Univers) ! 
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€) Deuxième loi de Newton (2LN) ou principe 
fondamental de la dynamique 





Dans un référentiel galiléen, la dérivée temporelle du vecteur quantité de mouvement 
est égale à la somme des forces extérieures qui s’exercent sur le système, à savoir 





d 


cn D 
AP=S FxAt — nn — ue (7.3) 


At—0 d 





Cette équation correspond au passage à la limite At — 0 dans l’expression (IIL.6). On 
nomme cette loi la deuxième loi de Newton (2LN) ou encore le Principe Fondamental 
de la Dynamique (PFD). On aura deux utilisations de cette 2LN : 


1. Obtenir la description cinématique du mouvement si on connaît les forces (donc si on 
connaît le membre de droite de l’équation (7.3)). C’est-à-dire trouver l’équation de la 
trajectoire et les équations horaires OM(t)(x(t), y(t), z(t)). Dans ce cas, il faudra 
intégrer ou résoudre une équation différentielle. Voir la partie IV pour des exemples 
où une simple intégration suffit, puis la partie V dans les cas plus généraux mettant 
en jeu des équations différentielles. 


p 


Obtenir les forces si au contraire on connaît le mouvement (donc si on connaît le 
membre de gauche de l’équation (7.3)). Dans ce cas, il faudra dériver. 

Quiz 7.8 

Un objet se déplace selon l'axe x. Sa position x(t) est donnée par x(t) = c(t—ts), 
avec c et t deux constantes. Que peut-on en conclure ? 

1. la somme des forces appliquées à l'objet est nulle 

2. la somme des forces appliquées à l'objet est non nulle mais constante 


3. la somme des forces appliquées à l'objet est non nulle et non constante 
4. on ne peut rien conclure sur la somme des forces 


Quiz 7.9 


Même question que le quiz 7.8 pour un objet dont la position x(t) s'écrit x(t) = bt?, 
avec b une constante. 


On retrouve la loi de conservation de la quantité de mouvement d’un système isolé 
ou soumis à une résultante des forces nulle. Aïnsi, le principe d’inertie (1LN, première 
loi de Newton) est une conséquence de la 2LN, à savoir 2LN — 1LN. 


Quiz 7.10 


Un bloc se déplace à vitesse constante vers la droite sur une surface rugueuse (avec 
frottements). Quel(s) diagramme(s) peu(ven)t correspondre au bilan des forces 
exercées sur le bloc ? 
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5 
ab 5 ne: rer 


Chaque flèche représente une force. Considérez le nombre de flèches et leur 
direction mais ne tenez pas compte de leur longueur et de leur point d'application. 


2 


N 


1. 1 seulement 4. 4 seulement 7. let4 

2. 2 seulement 5, 5 seulement 8. 2et4 

3. 3 seulement 6. 1et2 9. aucune des réponses 
Quiz 7.11 


Le bloc du quiz 7.10 se déplace maintenant à vitesse constante vers la droite 
sur une surface sans frottements. Quel(s) diagramme(s) peulven)t correspondre au 
bilan des forces exercées sur le bloc? 


| Fous | Interprétation graphique de la ZLN 


L'expression (7.3) permet d'interpréter graphiquement l'intégrale de la force (par 
rapport au temps), comme la variation de quantité de mouvement. En effet, entre 
deux instants t; et tr, la variation de quantité de mouvement peut s'écrire 


t 
B-R-] (Dr)a (7.4) 
ti 


ainsi, l'intégrale de la force entre deux instants s'interprète comme la variation de la 
quantité de mouvement entre ces deux instants. 
Par exemple, lors du rebond vertical d'une balle sur 
le sol, l'évolution temporelle de la force F, exercée 
par le sol sur la balle sur la durée At du choc est 
compliquée (voire la figure ci-contre). Ce que l'on 
sait par contre, c'est que la variation de quantité 
de mouvement de la balle au moment du choc doit 
correspondre à l'aire sous la courbe, 





p. (après le choc) — p.(avant le choc) = Î F,(t)dt 


Quiz 7.12 


Un palet de hockey est initialement au repos sur une patinoire. On exerce sur ce 


palet une force horizontale F = He On suppose que F est la seule force qui 
agit selon l'axe x. 
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La force F,(t) est donnée sur la figure ci-contre. 
Que peut-on dire de la coordonnée v,(t;) de la 
vitesse ? 

1 Ur(tr) < 0 

F2, GC) = 

3: Ur(tr) > 0 





Quiz 7.13 


On considère le coup de pied d'un pénalty au football. Les graphiques ci-dessous 
représentent la force exercée par le pied de différents joueurs en fonction du 
temps. Ouel joueur a envoyé la balle avec la plus grande vitesse ? 


1. U3 > 1 > vw F; L F 2 Fa k 
Her Poe us Nr 
3. 1 = 0 > v; it LE Lei 
4 = 05 > d SP ie D era RER en 





Si le système étudié est fermé, il possède une masse constante. Dans ce cas, on peut 
retrouver la forme communément utilisée en pratique, bien que moins générale que 


l'expression (7.3), 
ne 
ui = EF 5 


Si le système étudié est une particule ou un objet matériel de masse m, c’est cette 
formulation qu’il faudra utiliser en pratique. Cependant, la formulation de la 2LN 
avec la quantité de mouvement est plus générale et permet de traiter des problèmes dit 
« ouverts », pour lequels la masse peut évoluer. Dans ces systèmes, il faut mener un 
bilan de quantité de mouvement. On peut citer par exemple le cas du décollage d’une 
fusée qui perd de la masse (voir la section 4.5 de ce chapitre), la chute d’une goutte 
de pluie qui grandit par agrégation de goutelettes en tombant dans un nuage, ou encore 
le mouvement d’un cachet d’aspirine qui descend dans un verre tout en se dissolvant 
progressivement, etc. 





Quiz 7.14 


Supposez que vous poussez avec une force constante votre voiture de masse 
1 tonne pendant 25. Si vous poussez une voiture de 500 kg avec la même force 
pendant la même durée, sa vitesse finale sera 


: ’ > 
1. deux fois plus petite @ 


2. égale 
3. deux fois plus grande 


que celle de ma voiture (on néglige les frottements). 
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Quiz 7.15 


Votre voiture possède désormais une vitesse initiale de 3m.s !. Si vous la pous- 
sez avec la même force que précédemment, pendant la même durée, alors 
l'augmentation de vitesse de la voiture sera 

1. deux fois plus petite 2. égale 3. deux fois plus grande 
que lorsqu'elle était initialement à l'arrêt (on néglige les frottements). 


__ Exercice 7.1 





Une voiture possède un moteur qui lui permet d’atteindre une accélération maximale 
de 3,0 m.s ?. Que devient cette accélération maximale lorsque cette même voiture 
tire une remorque de même masse que la voiture ? 











Quiz 7.16 


Deux blocs de masses 2 kg et 1 kg sont posés sur une table sans frottement. On 
applique une force de 3N, comme indiqué sur la figure ci-dessous. On suppose 
que le bloc de 1 kg reste toujours en contact avec le bloc de 2 kg. 

Quelle est la valeur de la force qu'exerce le bloc 

de 2 kg sur le bloc de 1 kg ? 


1.0N 4.2N 2 kg ie 
2.1N 5. 3N 
3.15N 6. 6N 


Système de masse variable 


L'application de la deuxième loi de Newton (7.3) permet de déterminer l'équa- 
tion qui régit le mouvement d'un système de masse variable. Pour cela, considé- 
rons un système .7 dont la masse passe de m à m + dm entre les instants t et 
t + dt. Le système .7 se déplace à la vitesse w'(t), et la masse dm à la vitesse 


a (t)!. 


m(t) 
dm ; 
di 


@—"''° 


m(t + dt) 





1. Nous dessinons une situation dans laquelle Ÿ et # sont colinéaires, mais ce n’est pas nécessaire, 
les relations établies restent vraies de façon générale. 
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La quantité de mouvement du système {.7 + dm} à l'instant { est donnée par 
D(t) = dmua(t) + mv (€) 
À l'instant t + dt, cette quantité de mouvement s'écrit 
RE + dt) = mt + dé) D (E+ dt) = (mt) + dm) (TP (+) + dv) 
La variation de quantité de mouvement s'en déduit aisémment, 
dp = P(E+ dé) — 7 (t) = (m(t) + dm) (P(0 + A) — dmT (t) + ma (6) 


En ne gardant que les termes d'ordre un seulement!, on obtient finalement 





Enfin, la deuxième loi de Newton (7.3) permet de remplacer la dérivée de la 
quantité de mouvement par la somme des forces, de telle sorte que 


dv —> dm 
=Y + 
dt 7 Fi % Vrel dt (7.6) 


Le deuxième terme apparaît donc comme un terme de force effective, qui peut 
provoquer une accélération ou une décélération selon le signe de dm/dt et le 
sens de dd. 


Quiz 7.17 


Supposez que vous roulez à vitesse constante dans une voiture, avec votre vitre 
arrière ouverte. Un enfant joue à la balle dans la rue. Au moment où vous passez 
devant lui, celui-ci envoie par mégarde la balle avec une vitesse perpendiculaire à 
la vitesse de la voiture (dans le référentiel du sol). La balle entre dans la voiture par 
la fenêtre ouverte et reste dans la voiture. Si vous gardez la même pression sur la 
pédale de l'accélérateur, la voiture 


1. ralentit 2. garde la même vitesse 3. accélère 


| Focus | Équilibre - problème de statique 
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Les problèmes d'équilibre et de statique sont définis par le fait que dans un 
référentiel donné, la quantité de mouvement totale .. système soit nulle. Ainsi, 


7=0 = Se pee (7.7) 


Ainsi, la somme des forces doit s'’annuler pour un système à l'équilibre. Notons 
que si le système .7 est étendu, celui-ci peut être en rotation bien que la somme 





1. Les termes d’ordre deux disparaissent dans la limite dt — 0. 
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__Exercice 7.2 





ai] Deuxième loi de Newton (2LN) ou principe fondamental de la dynamique 


des forces soit nulle. Comme exemple déjà mentionné, vous pouvez considérer la 
somme des forces qui agit sur un bouchon de bouteille quand vous l'ouvrez. Pour 
que le système soit à l'équilibre, il faut en plus ajouter que la somme des moments 
des forces s'annule (notion non abordée dans ce livre). À ce stade, il faut retenir que 
si le système est à l'équilibre, alors nécessairement la somme des forces est nulle. 
Cette condition est suffisante si le système est un point matériel, mais ne l'est pas 
nécessairement si le système est étendu. 


Quiz 7.18 
Un bloc est au repos sur un plan incliné. Lequel des diagrammes correspond au 
bilan des forces exercées sur le bloc? 


Chaque flèche représente une force. Considérez le nombre de flèches et leur 
direction mais ne tenez pas compte de leur longueur et de leur point d'application. 


Ô 
HR. ee 


plan incliné 


REF 


Un solide de 1 kg est disposé sur un plan incliné et peut glisser sans frottement. 
Que vaut la masse m du contre-poids FN 
pour que le système soit à l'équilibre ? poulie 
1. 1kg 

2. 2kg 

3. 5008 

4. 866g 








On considère un bloc de masse M posé sur un plan incliné d’angle a. On tient 
compte du frottement solide. À partir de quel angle &max le solide va-t-il se mettre 
à glisser le long du plan incliné ? 
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Quiz 7.20 


Juliette essaie la nouvelle attraction du parc, le « tonneau tournant ». On se 
place dans le référentiel lié du sol, par rapport auquel le tonneau tourne. Ouel 
diagramme représente correctement le bilan des forces exercées sur Juliette ? 


A 


IS 





1 à à à : 
0 0 OÙ OÙ | 
ü 


PAUSE RÉFLEXIVE = 





On reprend le manège du quiz 7.20. On se place cette fois dans le référentiel lié au 
tonneau tournant (dans lequel Juliette est au repos). Quel diagramme représente 
correctement les forces exercées sur Juliette ? Est-ce que ce diagramme des forces 


est en accord avec la deuxième loi de Newton ? 


Référentiel non galiléen 


La pause réflexive ci-dessus nous aiguille vers une solution technique lorsque 
le référentiel n'est pas galiléen (le référentiel du tonneau tournant). On peut s'en 
sortir en restant dans le cadre newtonien, à condition de rajouter des forces dites 


d'inertie, en plus des forces réelles ne Dans l'exemple du tonneau, pour que 
l'équilibre soit satisfait, il faut rajouter une force radiale vers l'extérieur, qu'on ap- 
pelle souvent la force centrifuge. De façon générale, les forces d'inertie à ajouter 
sont de deux sortes : une force d'inertie d'entraînement (la force centrifuge en 
fait partie) et une force d'inertie de Coriolis. Ces forces ne sont pas réelles, il faut 
les voir comme une modification nécessaire de la deuxième loi de Newton si le 
référentiel est non galiléen. Elles permettent de sauver le cadre conceptuel de 


Newton en lui rajoutant une rustine inélégante!. 





1. On peut retrouver l’expression de ces forces d’inertie à partir de la loi de composition des 


accélérations, non abordée dans ce livre. 
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3] Troisième loi de Newton (3LN) ou principe des actions réciproques 


€) Troisième loi de Newton (3LN) ou principe des 
actions réciproques 





Comme nous l’avons déjà dit, par construction même, l'interaction entre deux systèmes 





pee ? A 
PA et.72 est modélisée par deux forces F4 4, et F4, telles que 








» » 
Fr — —F (7.8) 


Ce principe, appelé troisième loi de Newton (3LN) ou encore principe des actions 


réciproques! , est de portée très générale. Il est valable quels que soient les systèmes .74 


et .7, considérés, et quel que soit le mouvement de ces deux systèmes?. 


Quiz 7.21 


Une mouche s'écrase sur le pare-brise d'un TGV. Durant la collision, qui subit la 
force la plus forte ? 


1. la mouche 2. le TGV 3. les deux subissent la même force 


Quiz 7.22 


Durant la collision de la mouche avec le TGV du quiz 7.21, qui subit la plus grande 
accélération ? 


1. la mouche 2. le TGV 3. les deux subissent la même accélération 


Quiz 7.23 


Durant la collision de la mouche avec le TGV du quiz 7.21, qui subit la plus grande 
variation de quantité de mouvement ? 


1. la mouche 2. le TGV 3. les deux subissent la même variation 





1. On trouve parfois la dénomination malheureuse d’« action-réaction », qu’il vaut mieux éviter. En 
effet, elle laisse supposer que .74 agit sur .2, et qu’en réponse à cette action, le système .72 créé une 
réaction sur .71, ce qui n’est pas exact. Quand le système .7 exerce une action sur .72 par le biais de 
la force F4, _,.,, la réaction de .72 n’est pas la force F3,_,.,, mais plutôt la variation de quantité 
de mouvement de .72, provoquée par l’action de .71. Cette variation de quantité de mouvement peut 
être à l’origine de changement de certaines forces extérieures agissant sur .72 (par exemple les forces 


de frottement peuvent agmenter si l’action de .7 induit une augmentation de la vitesse de .72). 
2. Si on en revient au fait que toutes les forces connues se ramènent, au niveau microscopique, aux 


quatre interactions fondamentales, et que celles-ci sont en accord avec la 3LN, il devient naturel qu’il 
en soit de même lorsque l’on ajoute un très grand nombre de ce type de forces microscopiques. 
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Quiz 7.24 


On jette une pierre par terre. Elle décrit une trajectoire parabolique du fait du 
poids. Durant la chute libre vers le sol, laquelle des propositions suivantes est vraie 
(on considère la norme des forces) ? 


1. la force exercée par la Terre sur la pierre est plus petite que la force exercée par 
la pierre sur la Terre 


2. la force exercée par la Terre sur la pierre est égale à la force exercée par la pierre 
sur la Terre 


3. la force exercée par la Terre sur la pierre est plus grande que la force exercée 
par la pierre sur la Terre 


Quiz 7.25 


On tient une pomme à bout de bras dans sa main. La force exercée par la pomme 
sur la Terre est : 

1. nulle 

2. plus petite que la force exercée par la Terre sur la pomme (mais non nulle) 

3. plus grande que la force exercée par la Terre sur la pomme 

4. aucune de ces réponses 


Quiz 7.26 


Intéressons-nous à une mêlée en rugby, par exemple entre l'Argentine et la 

Nouvelle-Zélande. Imaginons que la mêlée argentine avance et fasse reculer la 

mêlée néo-zélandaise. Physiquement, pourquoi celle-ci recule-t-elle ? 

1. parce que l'Argentine exerce sur la Nouvelle-Zélande une force plus grande que 
la Nouvelle-Zélande n'exerce sur l'Argentine 

2. parce que le sol exerce une force moins forte sur les crampons des néozélandais 
que sur les crampons des argentins 

3. parce que la masse totale des argentins est plus importante que la masse totale 
des néozélandais 

4. aucune des raisons précédentes 


Lien avec la conservation de la quantité de 
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mouvement 


Ce qui se cache finalement derrière le principe des actions réciproques, c'est la 
conservation de la quantité de mouvement total d'un système isolé. En effet, si 
un système .%1 interagit avec un système .%2, rien de nous empêche de définir 
un système .Ÿ = .7 +.%, qui, lui, est isolé. Ainsi, les forces F, +, et eus. 
deviennent des forces intérieures. Le système .7 étant isolé, son mouvement 
ne peut être que rectiligne uniforme (sinon le système accélèrerait tout seul, 
on pourrait en faire un ascenseur ou une fusée sans dépenser d'énergie, ce qui 
semble heurter le bon sens commun), donc la somme des forces doit être nulle. 
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Pourquoi le principe de réaction s'impose-t-il à notre esprit? C'est, le plus 
souvent, parce que sa négation conduirait au mouvement perpétuel. 

Henri Poincaré 
On retrouve au passage le fait que la somme des forces intérieures à un système 
doit être nulle, ce qui est une reformulation du principe des actions réciproques. 
Cette interprétation du principe des actions réciproques comme une conserva- 
tion de la quantité de mouvement total permet aussi d'interpréter physiquement 
les lois de Newton comme des lois d'échange de quantité de mouvement. Ainsi, 
l'interaction d'un système .71 avec un système .%, peut se comprendre comme 
un échange de quantité de mouvement entre ces deux systèmes, la quantité de 
mouvement totale du système .71 +. restant constante. 


Quiz 7.27 


Un chasseur tire une balle sur un tronc d'arbre. Pendant que la balle est en train de 

s'enfoncer dans le tronc de l'arbre en y creusant un trou : 

1. la force exercée par le tronc d'arbre sur la balle est plus grande que celle 
exercée par la balle sur le tronc d'arbre 

2. la force exercée par le tronc d'arbre sur la balle est égale (en norme) à celle 
exercée par la balle sur le tronc d'arbre 

3. la force exercée par le tronc d'arbre sur la balle est plus petite que celle exercée 
par la balle sur le tronc d'arbre 


Quiz 7.28 


On pose un cristallisoir rempli d'eau sur une balance. La balance indique 2 kg. Si on 
plonge sa main dans le cristallisoir, sans toucher le fond du cristallisoir, la balance 
indiquera un poids 

1. supérieur à 2 kg 

2. égal à 2kg 

3. inférieur à 2kg 


l Focus | Principe de Curie 


Le principe de Curie dit que les effets doivent avoir au moins les symétries de leurs 
causes. Ce principe n'est pas du tout inviolable!, mais il sert souvent de guide inté- 
ressant pour résoudre des problèmes. Dans le cas qui nous concerne, si le système 
7 est un point matériel M; et si le système 2 est un point matériel M, alors la 
force est portée par l'axe (MM). 





1. Prenez, par exemple, un tuyau d’arrosage que vous suspendez verticalement. Supposez que vous le 
fassiez tourner sur lui-même autour de son axe vertical. La cause a donc une symétrie axiale. Cepen- 
dant, au-delà d’une certaine vitesse de rotation, le tuyau ne restera pas vertical, il va non seulement 
tourner sur lui-même, mais aussi s'éloigner de l’axe vertical. Cette situation minimise son énergie, 
mais brise la symétrie des causes. 
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€) Exemples d'applications des lois de Newton 





On traite dans cette partie des exemples de situations statiques ou bien de situations dans 
lesquelles une simple intégration suffit à déterminer la dynamique d’un système. 


4.1 Problème de statique 


Dans la figure ci-dessous, on cherche la masse m qui assure que le système soit à 
l'équilibre. 

On se place dans le référentiel terrestre, 
supposé galiléen. On suppose que le fil 
est de masse nulle et que les poulies sont 
idéales, de telle sorte que la tension est 
constante dans tout le fil. On suppose que 
l’ensemble du système est à l’équilibre. La 
deuxième loi de Newton appliquée à l’en- m 
semble {poulie 1 + mo} permet d’écrire 


— 
Pourquoi le fil exerce-t-il une force 2T sur la poulie 1 ? Imaginez que vous colliez la 


partie du fil en contact avec la poulie 1. Il devient alors clair que la situation est équiva- 
lente à avoir une poulie accrochée à deux fils différents, l’un à gauche et l’autre à droite. 








” poulie 2 
T 


poulie 1 


On déduit de la 2LN précédente que la tension T s'écrit 


T _ _MmoŸ 


2 
En appliquant désormais la 2LN sur la masse m, on obtient finalement md +T = 0. 





En combinant avec l’équation précédente, on obtient finalement 
+ 2 
Aünsi, il suffit d’une masse deux fois plus faible que la charge mo pour maintenir 


l’ensemble à l’équilibre. 


Le palan 
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L'exercice précédent nous permet de comprendre l'efficacité du palan, qui est 
un système de poulies et de cordes permettant de réduire la force nécessaire 
à exercer pour soulever une charge. Le palan a été inventé par Archimède. Le 
résultat précédent qui consiste à maintenir une charge à l'équilibre grâce à une 
force plus petite que le poids peut paraître surprenant. Cependant, il n'y a rien 
de paradoxal, car in fine l'énergie qu'il faut dépenser pour monter la charge est 
la même, avec ou sans palan. Dans l'exemple précédent, quand on tire la corde 
d'une longueur £ au niveau de la masse m, la masse de 1 kg ne remonte que de la 
moitié, {/2. On peut donc diminuer la force à exercer par un système ingénieux, 
mais pas l'énergie à dépenser! 
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o Exemples d'applications des lois de Newton 


Quiz 7.29 


Un meuble lourd est posé sur le sol. Une personne essaie de le soulever par en 
bas en exercant une force verticale. Malgré son effort, le meuble ne bouge pas. 
Pendant l'effort de la personne, la force exercée par le sol sur le meuble 


1. compense le poids du meuble 
2. est plus grande que le poids du meuble 
3. est plus petite que le poids du meuble 


4.2 Glissement avec frottement solide 


On considère le mouvement d’un palet de hockey qui glisse sur une patinoire. On sup- 
pose que le palet est envoyé avec une vitesse initiale v4 = Voyez. On cherche à calculer la 
distance parcourue par le palet avant qu’il ne s’arrête à cause des frottements. Le système 
.F est donc le palet. On se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen. On utilise 
un système de coordonnées cartésiennes. Les forces qui agissent sur le palet sont! : 


De 
— le poids P = mg L _mygE; ; Z 
; A s 
— la réaction normale R,, — R,.€;, où R,, est la 


norme de la réaction normale ; R 





— la réaction tangentielle (ou frottement solide) R;, 
qui est colinéaire à %. On notera R, la norme de 
— 

R;. 


Le palet se déplace horizontalement, donc v,(t) — 0. Par ailleurs, puisqu’à chaque 





instant, la composante horizontale de la force est colinéaire à la vitesse, l’accélération 
est toujours colinéaire au vecteur vitesse, et donc le mouvement sera rectiligne selon ex 
Ainsi, v,(t) = 0 et finalement Ÿ (t) = v,(t)ez. 

Puisque le palet glisse, on peut utiliser les lois de Coulomb du frottement, à savoir 
R; = u4R,. La deuxième loi de Newton s’écrit donc 








dÙŸ = = — dus 
m—=P+R+R, = me — (Rx — Mg)e — LaRnez 
dt dt 
L’équation précédente implique 
dv 
rh dv, 
du ee Fe = de = “bag 
0O=R, — mg 


Puisque u4 et g sont des constantes, on peut facilement intégrer l’équation précédente 
pour trouver v, (t), 


t 
Ur(Ë) — Vo = | —Hag + Ur(t) = Vo — Lagt 
0 





1. Ici on ne se préocuppe pas du point d’application des forces. 
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Aüinsi, la vitesse diminue linéairement avec le temps, jusqu’à s’annuler au bout d’un 
temps T tel que 
Vo 
CP) =Û T = — 
Hag 
Maintenant que nous disposons de la vitesse, on peut intégrer une fois encore pour 


trouver la position x(t), et finalement répondre à la question initiale. 


t 
1 
x(t) — xo = À vy(t)dt = vot — hat 
0 


La distance totale D parcourue jusqu’à l’arrêt s’écrit D = x(T) — xo, donc 
_ _% 
2449 

L'expression est bien homogène!. La distance de freinage augmente avec v9, comme 
il se doit. Elle diminue quand g augmente, ce qui se comprend simplement en se rappe- 
lant que le frottement étant proportionnel au poids (car R; & R,, & mg), plus la masse 
est importante et plus le frottement sera significatif. De même, la distance de freinage 
diminue quand le coefficient de frottement y, augmente. 


PAUSE RÉFLEXIVE 
Comparer la formule obtenue précédemment avec ce qui est donné au code, à 
savoir que la distance de freinage peut s'estimer à l'aide de la formule 


D= 5 (5) 














où v est la vitesse en km.h” !. 


Piler ou ne pas piler ? 
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Puisque le coefficient de frottement dynamique est plus faible que le coefficient 
de frottement statique, le calcul qui vient d'être effectué montre que pour mi- 
nimiser la distance de freinage d'une voiture, il vaut mieux ne pas bloquer les 
roues, pour éviter que celles-ci ne glissent. Ainsi, en roulant sans glisser, le 
coefficient de frottement vaudra u, > ju. C'est le but du système ABS des 
voitures*. 


Quiz 7.30 


Un hockeyeur frappe un palet de hockey à la vitesse de 1 m.s"!. Le palet s'arrête au 
bout de 1 m à cause des frottements. Au bout de combien de mètre(s) s'arrêterait 
un palet envoyé initialement à une vitesse de 2 m.s_! ? 


1. 1m 2. 2m 3. 3m 4. 4m 





1. Une analyse dimensionnelle aurait montré que nécessairement D = kug/g, avec [k] = 1. 
2. Notez bien que roulement sans glissement ne signifie pas absence de frottement. Au contraire, sans 


frottement il ne pourrait pas y avoir de roulement sans glissement ! 
3. Notons cependant que d’autres effets entrent également en ligne de compte (température, etc.). 


L’argumentaire développé ici doit être pris comme une première approche qualitative du problème de 
l'efficacité du freinage. 
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o Exemples d'applications des lois de Newton 


4.3 Balistique (chute libre) 


Analysons la trajectoire d’un ballon de rugby tapé lors d’une pénalité. Le ballon est 
notre système .”, que l’on modélise comme une particule ponctuelle de masse m. Pour 
simplifier, on néglige les frottements exercés par l’air. On se place dans le référentiel 
terrestre, supposé galiléen, et on adopte le système de coordonnées cartésiennes. 


On prendra pour origine du repère le ballon à l’instant initial { — 0 lorsqu'il est 
frappé par le pied. Celui-ci est envoyé avec une vitesse initiale D. Cette vitesse initiale 
nous permet de fixer les axes de notre repère (voir figure 7.1), de telle sorte que % _— 
vo cos à €? + vp sin « 2. La 2LN appliquée au système .7 = {ballon} s'écrit 


md =mg > = 


Aüinsi, on voit immédiatement que l’on a affaire à un mouvement uniformément ac- 
céléré. D’après la section 2 du chapitre 5, on sait que l’on doit obtenir une trajectoire 
parabolique. Ceci se retrouve immédiatement en décomposant l’équation précédente 
dans la base cartésienne, 


rt=G()=0 Ur(t) = cte = cos a 
ÿ(E) = d,(t) = 0 > mt (0 
Z(t) = dv. (t) = —g v,(t) = —gt + cte = wsina — gt 


où on a utilisé la condition initiale sur la vitesse pour intégrer une fois l’accélération. On 
constate que la vitesse horizontale reste constante, ce qui n’est pas pour nous surprendre 
car la seule force qui agit le fait verticalement, donc l’état de mouvement horizontal 
n’est pas affecté. La composante verticale de la vitesse évolue de façon affine avec le 
temps. La coordonnée v, est d’abord positive, puis devient négative au bout d’un temps 
vo sin «/g'. On détermine ensuite les équations horaires en intégrant encore une fois, 
et en utilisant la condition initiale x(t = 0) = y(t = 0) = z(t = 0) = 0, 








x(t) = vocos(a) t 
y(t) = 0 (7.9) 
z(t) = —5gt? + vosin(a) t 

__ Exercice 7.3 





On lance une balle verticalement vers le haut depuis le sol avec une vitesse initiale de 


30 m.s”_!. Au bout de combien de temps la balle revient-elle sur le sol ? On prendra 


g = 10m.s ?. 











Quiz 7.31 


Un archer envoie simultanément deux flèches à la même vitesse, mais avec des 
inclinaisons différentes par rapport à l'horizontale. On négJlige les frottements. Les 
flèches suivent les trajectoires paraboliques ci-dessous et atteignent des cibles À 
et B au sol. 





1. À cet instant, le ballon est à sa hauteur maximale, puisque celui-ci cesse de monter et commence à 
descendre. 
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Quelle cible est touchée CDD 

en premier ? ñ 

1. la cible À 1 Ÿ 

2. la cible B RE \ Et 

3. les cibles sont \ = 
touchées en même S 
temps 


Quiz 7.32 


L'archer très habile du quiz 7.31 envoie maintenant simultanément deux flèches 
avec cette fois des vitesses et des inclinaisons différentes de telle sorte que la hau- 
teur maximale atteinte par chacune des flèches soit la même. Les flèches suivent 
les trajectoires paraboliques ci-dessous et atteignent des cibles À et B au sol. 
Quelle cible est touchée PS SE ARLES ES 

en premier ? CINE: À N 

1. la cible À FnA \ Ne 

2. la cible B Fe ; < 


3. les cibles sont \ ÿ 


touchées en même : = 
temps Ë A B 


Pour obtenir l’équation z(x) de la trajectoire, il suffit d’exprimer le temps { grâce 
à la première équation du système (7.9), t = x/(v cos &) et de le remplacer dans la 
dernière équation. On trouve finalement 


2 


gx 
AL) = He +tan(a) x (7.10) 


Il s’agit bien d’une parabole dont la concavité est tournée vers le bas. 


l Focus | Portée de la trajectoire 


La portée D d'une telle trajectoire est telle que z(x = D) = 0. Cette condition 
amène à une équation du second degré, 
2 


gD 


— ——— +t D=0 
2vê cos? a re) 


Ce polynôme de degré deux admet deux racines. La première, D = 0, correspond 
physiquement au point de départ de la balle, ce n'est donc pas la portée que l'on 
recherche. La seconde solution s'écrit! 





1. Notez que la forme fonctionnelle v3 /g pouvait se déduire facilement par une analyse dimension- 
nelle. L'intérêt du calcul produit ici est de déterminer le préfacteur sin(2a), et donc d’obtenir la 
dépendance de la portée avec l’angle (qui est sans dimension). 
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Figure 7.1 - Trajectoire d'un ballon de rugby lors d'une pénalité. 


v2 
D = © sin2a (7.11) 
9 


où on a utilisé sin(2a) — 2sin a cos à. Ainsi, on constate que la portée est maximale 
pour un angle initial de 45°, soit & — r/4. C'est Galilée le premier à avoir découvert 
la nature parabolique du mouvement balistique libre, et également à avoir mon- 
tré que la portée est maximale pour un angle de r/4. À l'époque, ses travaux ont 
significativement amélioré l'utilisation de l'artillerie. 


Quiz 7.33 


On considère le tir couché d'un archer. On suppose que la vitesse initiale de la 
flèche est w et que l'angle par rapport à l'horizontale est différent de 7/4. La 
flèche rejoint une cible située à une distance D de l’archer. Est-ce que l'archer 
aurait pu choisir d'autres angles, avec la même vitesse initiale vo, pour atteindre 
la même cible ? 


1. non 3. oui, deux autres angles sont possibles 
2. oui, un autre angle est possible 4. oui, trois autres angles sont possibles 


Revenons maintenant à la problématique initiale qui consiste à réussir à marquer la 
pénalité au rugby. Pour cela, le tireur doit fournir une vitesse minimale V6 min POUr passer 
au-dessus de la barre horizontale. Cette vitesse dépend bien sûr de l’angle a que le tireur 


communique initialement. Cette vitesse limite est telle que z(x = d) = h, à savoir 
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g® 
QUE min COS? à 


gd? 


h — 
2 cos? a(tan(a) d — h) 





+tan(a)d + conne) = 


Cette vitesse minimale n’existe que si tan(a) d — h > 0, ce qui paraît normal : il 
faut au moins que l’angle de départ soit égal à l’angle entre l’horizontale et la droite 
joignant l’origine à la barre transversale. Pour un angle « — 7/4 maximisant la portée, 
la vitesse minimale s’écrit, en supposant que d > h 


gd 


h —1/2 
nai) 


Ainsi, dans la limite, À € d (ce qui est le cas en pratique car À = 3 met les pénalités 
sont souvent tirées de plusieurs dizaines de mètres), cette vitesse limite se réduit à /gd. 


Dim (T4) = 


4.4 Machine d'Atwood 


Étudions la machine d’Atwood, représentée ci-dessous. Cette machine consiste en deux 
masses reliées par un fil passant par une poulie. La poulie est accrochée au plafond. 


Figure 7.2 - Machine d'Atwood. 


On considère le fil comme étant inextensible et de masse nulle, tandis que la poulie 
est supposée idéale (de masse nulle et sans frottement). Avec ces hypothèses, la tension 
le long du fil est constante en norme. La deuxième loi de Newton (2LN), appliquée à la 
masse M: et projetée sur l’axe vertical vers le bas, fournit 


Mi 1 = Mig — T 
tandis que la 2LN appliquée à la masse m2 s'écrit 
MoÈo = M29 — T 


Puisque le fil est inextensible, sa longueur reste constante. Cela implique que x: + 
æ2 = cte, et donc #, — —%2. En soustrayant les deux équations précédentes, on peut 
éliminer la tension T et obtenir 

M1 — Ma 


(ma + Mo) = (M1 — MI)g = En = ——— Jÿg (7.12) 
mi + Mo 
Las Se ne de Mi — M2 : 
Ainsi, la masse m, est soumise à une accélération constante g = —————— g. Si 
M + M2 


M1 = M, le système est à l’équilibre (g' = 0), comme on pouvait s’y attendre. Si 
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M1 > Mo, g > 0 donc la masse m; va descendre. Et enfin si m2 > mu, la masse 
m va remonter. Lorsqu'une des deux masses domine (m1, > M2 ou M1 Ma), 
l'accélération effective g/ tend vers +g,. 





On remarque que la masse m est soumise à l’accélération uniforme —g’. Notons en- 
fin qu’il est possible d’exprimer la tension T du fil à l’aide d’une des deux 2LN ci-dessus, 


2 
j RSR RLE RS (7.13) 
M1 + Mo 


Expériences de chute libre 


Cette machine a été inventée par le physicien anglais Georges Atwood au XVIIIS 
siècle. L'objectif de cette machine est l'étude du mouvement uniformément ac- 
céléré. L'avantage par rapport au plan incliné de Galilée est qu'il est possible 
de diminuer de façon significative l'accélération, et donc de pouvoir étudier le 
mouvement sur des temps plus longs. Les limitations de cette machine sont les 
frottements dans l'air et ceux au niveau de la poulie. Les expériences modernes 
de chute libre sont réalisées dans des tours à vide, dont la plus grande se situe 
à Brême en Allemagne. Sa hauteur est de H = 110 m. Même avec cette hau- 
teur, le temps de chute (qui vaut /2H/9) n'est que de 4,5 s environ. l'astuce 
des physiciens allemands consiste à ne pas lâcher les objets d'en haut, mais à les 
catapulter depuis le bas, ce qui permet d'atteindre jusqu'à 9s de chute libre!. 
Pour dépasser la barre des 105, il faut aller dans l'espace. C'est précisément le 
programme du satellite Microscope, dont on a déjà parlé lors des tests d'égalité 
entre masses grave et inerte. Ce satellite, étant en orbite autour de la Terre, est 
en chute libre permanente |! 


Quiz 7.34 

On considère la machine d'Atwood avec m, £ m:. Oue dire de la force exercée 
par le fil tenant la poulie sur le plafond ? 

1. elle est supérieure 2. elle est égale 3. elle est inférieure 

au poids (m: + m:)g des masses m, et m2. 


4.5 Un exemple de système ouvert 


On considère dans cette partie une fusée qui accélère. Pour simplifier, on suppose que 
cette fusée est dans l’espace, loin de tout astre. Son mouvement est étudié par un ob- 
servateur galiléen Z, qui mesure sa vitesse Ÿ (+). Pour accélérer, la fusée éjecte de la 
matière (du gaz) de son réacteur. On suppose que ce gaz s’échappe à la vitesse constante 
ve par rapport à la fusée, et donc à la vitesse D + dv (t) par rapport à Z (d’après la loi 
de composition des vitesses). L'objectif est de déterminer comment évolue la vitesse de 
la fusée en fonction de sa masse. 





1. Vous noterez que la partie montante est également appelée une « chute » libre, car le mouvement 
n’est soumis qu’au poids. 
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M(t) M(# + dt) = M(t) + dM 


Figure 7.3 — Exemple de bilan de quantité de mouvement pour un système ouvert. 
Cas d’une fusée. La vitesse d'éjection v? des gaz est définie par rapport au référentiel 
de la fusée. 

Pour cela, effectuons un bilan de quantité de mouvement entre l’instant t et l’instant 
t + dé, dans le référentiel Z. On note Mt) la masse de la fusée à l’instant { et dm la 
masse éjectée pendant la durée dt. Le système {fusée + gaz} étant isolé, sa quantité de 
mouvement doit se conserver. Ainsi, 


M(t)v(t) = M(t + dt) v (t + dt) + dm (u2 + Ÿ(t)) (7.14) 


Tout se passe selon un seul axe, qu’on notera x. Ainsi, v (t) = ve(t)e> et U — 
—v.ez. La conservation de la masse implique que dm — —dM. À l’ordre le plus bas 
dans les infiniments petits, M(#+ dt) v (4+dt) = M(t)v(t)+dMw (t)+M(t)dv. 
On tire de l’équation (7.14), toujours à l’ordre le plus bas dans les infiniments petits, 


M 
0O=M(t)dv -dMw —= _ = _— (7.15) 


En intégrant de part et d’autre, on en déduit l’évolution de la vitesse en fonction de 





la masse M de la fusée, 


—= 1. 
Vx Vo Ve M 


où vo est la vitesse lorsque la masse de la fusée vaut M4. Sans perte de généralité, on 
peut choisir vo — 0, c’est-à-dire que l’observateur Z possède la même vitesse que la 
fusée lorsque la masse de celle-ci vaut M. Ainsi, plus la masse de la fusée diminue, plus 
la vitesse augmente. Cependant, cette augmentation est logarithmique, donc en valeur 
relative, elle est rapide au début, puis de plus en plus lente!. On peut aussi définir la 
poussée F de la fusée comme valant 


dv dM 
F=M = Vs — 7.17 
dt ‘dé 
Ainsi, pour maximiser la poussée, il faut avoir la vitesse d’éjection la plus grande 
possible et le débit de sortie du réacteur le plus grand possible. 





4.6 Effondrement d'un immeuble 


Considérons un immeuble qui s’effondre sur lui-même. On va montrer que la force maxi- 
male qui sera exercée par l’immeuble sur le sol, au cours de l’effondrement, est égale 





1. Pour que la vitesse augmente d’une quantité v., il faut que la masse soit divisée par e © 2,7. 
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à trois fois le poids initial de l’immeuble. Pour cela, on peut modéliser grossièrement la 
chute de l’immeuble comme si toutes ses parties se mettaient instantanément en chute 
libre. Clairement, c’est une situation très idéalisée, mais dont on sent qu’elle fournira le 


cas « extrême » (aucune résistance ne s’opposant à l’effondrement). 


Découpons donc l’immeuble en tranche de 
hauteur dz. On considère la tranche à la 
hauteur h, qui possède une masse dm = 
pSdz, où p est la masse volumique de l’im- 
meuble et S sa section. Cette tranche est en 
chute libre avec une position z(t) = h — 
: gt?, et atteint le sol au bout d’un temps 
t — 1/2h/g, avec une vitesse u — gt — 
V2gh. On peut retrouver ce résultat plus 
rapidement en écrivant la conservation de 
l’énergie mécanique (voir la section 2 du 
chapitre 9). 














dm = pSdz 





La force qu’exerce cette tranche d’immeuble au moment où elle atteint le sol s’écrit : 


F = _ avec dp = vdm = pSdzV2gh 


> EF = p$S2/2gh = 2pSgh 


Ainsi, plus les tranches de hauteur À importante vont rejoindre le sol, plus la force 
va augmenter. La force sera maximale quand la tranche la plus haute, celle en h = H, 
atteindra finalement le sol. Celle-ci produira une force F = 2pSHg = 2M39, où M 
est la masse initiale de l’immeuble. Au moment où cette dernière tranche arrive, il y a 
déjà la totalité de l’immeuble qui est effondré sur le sol, qui exerce, en plus de la force 
provenant de la chute de la dernière tranche, une force égale à Mg. Aïnsi, au total, la 
force maximale exercée sur le sol sera de 3M39. Après l’arrêt de la dernière tranche, la 


force retombe brutalement à Mg. 
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© Les formules à retenir 


A connaître par cœur 


[1] Les forces sont des vecteurs et 7 ] La tension dans un fil inextensible 























s'ajoutent vectoriellement., de masse nulle est constante le 
[2 ] Poussée d'Archimède P,  — long du fil (en norme) si les 

— Pfuide Vimmergé Ÿ - contraintes tangentielles sont né- 
© La force de Lorentz, Fi gligeables. 

a(E 17 AB). @ Deuxième loi de Newton (2LN) 
O Lois de Coulomb du frottement CARTER 

solide, R| LS R,| et A] = rs dy — 

= EU > dE ÿ Fext 4 

@ Force de frottement fluide F = Q Principe des actions réciproques 

hi. (BLN) : 
@ Force de rappel élastique F — 

—kALe}, avec A l'élongation. Pa = Frs 


À savoir retrouver très vite 


O L'expression du poids à partir de @ L'expression de la poussée d'Ar- 
la force gravitationnelle dans la chimède comme un poids effec- 
limite de faible altitude tif faisant intervenir les densités 

du fluide et de l'objet, équa- 


F2 mg avec g— Re. tion (6.6). 
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CECILE TES TETE 


CPPTETET EEE TETE EEE 


m2 ed 1-28 À V4 


Énergie 


PF Objects : 


Savoir calculer le travail d'une force variable sur une trajectoire rectiligne ou curviligne. 
Savoir calculer la puissance d'une force. 

Savoir utiliser le théorème de l'énergie mécanique et le théorème de la puissance 
mécanique pour trouver l'équation différentielle d'évolution d'un système. 

Savoir passer de la force à l'énergie potentielle dans le cas 1D, et vice versa. 

Connaître l'expression des différentes énergies potentielles : gravitationnelle (savoir s'il 
faut utiliser mgz ou -GMm/r), électrostatique, élastique. 

Trouver les positions d'équilibre d'un système et savoir prédire leur stabilité. 

Savoir prédire l'évolution qualitative d'un système à partir de la forme de l'énergie 
potentielle, avec et sans frottement. 

Reconnaître les situations où un bilan d'énergie permet de résoudre le problème 
facilement. 


Fe Prérequis Bee es dise rte ese tdi desc n sde cts rte tte ta esse lee restes tie ed dssdsdes ess , 


Notion de travail d'une force constante. 
Énergie cinétique. 
Fonction de plusieurs variables : dérivée partielle, différentielle totale exacte. 


Chapitre 8. Travail et énergie cinétique 
1. Travail et puissance 
2. Quelques exemples de travail 
3. Théorème de l'énergie cinétique (TEC) 
Chapitre 9. Énergie potentielle et forces conservatives 
1. Exemples d'énergie potentielle 
2. Énergie mécanique 
3. Collisions (ou chocs) 
4. Un pas vers la thermodynamique : énergie interne U 
5. Étude qualitative des mouvements et des équilibres - 1D 
6. Généralisation au cas 3D 
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Partie IV + Énergie 


Qu'est-ce que l'énergie ? 


L'énergie est le concept le plus profond et le plus important de la physique newtonienne!. 


Il est difficile de le définir précisément dans le cadre newtonienne?, disons simplement 
qu'il s’agit d’une grandeur qui possède quelques propriétés tout à fait particulières : 


— L'énergie est une grandeur qui se conserve au cours du temps. C’est une propriété 
exceptionnelle, qui confère tout son intérêt à cette grandeur’. Autrement dit, si un 
système voit son énergie diminuer, c’est que l’énergie d’un autre système a augmenté 
d’autant. 


Théorème de Noether 
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Il existe un lien extrêmement profond entre les symétries et les quantités conser- 
vées. Ce lien est codé dans le théorème de Noether, qui ne sera pas abordé 
dans cet ouvrage, mais qui constitue un des théorèmes mathématiques ayant le 
plus d'impact en physique. Emmy Noether était une mathématicienne allemande 
qui vécut à cheval entre le XIX° et le XX° siècle*. Ce théorème dit (entre autre) 
que l'invariance par translation dans le temps des lois de la physique implique la 
conservation d'une grandeur, que l'on décide d'appeler l'énergie. Et en effet, les 
lois de Newton sont supposées invariantes par translation dans le temps, c'est-à- 
dire que ce sont les mêmes lois aujourd'hui qu'hier, il y a un milliard d'années, ou 
encore demain. 


— L'énergie peut s’échanger par interaction. Autrement dit, une interaction entre un 
système .7 et un système .72 peut se décrire comme un échange d’énergie entre ces 
deux systèmes. C’est une approche différente de celle des forces, car les forces ne 
s’échangent pas”. De façon générale, on parlera de transfert d'énergie pour décrire 
ces échanges. 

— L'énergie peut prendre plusieurs formes (énergie électrique, mécanique, thermique, 
etc.). Ce qu’il faut comprendre de cette phrase, c’est que l’énergie peut être stockée 





1. Il est détrôné par le concept de lagrangien pour la physique moderne, car le lagrangien possède une 
propriété intéressante : il est invariant par changement de coordonnées et changement de référentiel 
(on dit qu’il s’agit d’un scalaire). 

2. De façon plus profonde, on peut constuire l’énergie à partir du lagrangien, introduit dans la note 
précédente, à l’aide d’une transformation particulière appelée transformation de Legendre. On forme 


alors une grandeur appelée l’hamiltonien. 
3. Rappelons que même la masse ne se conserve pas. Par exemple lors de réactions nucléaires ou 


d’annihilations particules/anti-particules. 
4. Einstein l’a décrite comme « le génie mathématique créatif le plus considérable produit depuis que 


les femmes ont eu accès aux études supérieures ». 
5. Notons cependant que nous avons déjà mentionné que les forces peuvent se comprendre comme 


un échange de quantité de mouvement. Ainsi, l'énergie et la quantité de mouvement semblent avoir 
des propriétés communes, c’est la raison pour laquelle en relativité restreinte ces deux grandeurs 
sont réunies au sein d’un même objet mathématique que l’on appelle le quadri-vecteur impulsion. 
Par ailleurs, le théorème de Noether stipule également que l’invariance par translation dans l’espace 
implique la conservation de la quantité de mouvement. 
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dans des degrés de liberté microscopiques qui peuvent être de nature différente 
(vibration, rotation, champ électromagnétique, etc.). Ainsi, dans l’interaction entre 
un autre peut être 


N 


deux systèmes .1 et 72, l’énergie qui passe d’un système à 
« déstockée » de certains degrés de liberté du système .7 et restockée dans d’autres 
degrés de liberté du système .72. Le transfert d’énergie (déstockage/restockage) est 
assuré par le travail d’une force!. 


Dans cette partie, nous allons étudier certaines formes d’énergie et déterminer les 
lois qui pilotent les échanges d’une forme à une autre. 


Système possédant un seul degré de liberté 


Lorsqu'un système ne possède qu'un seul degré de liberté, il est possible de 
déterminer sa dynamique de façon « simple » et systématique à partir de la 
conservation de l'énergie. En effet, appelons q(t) ce degré de liberté?. La conser- 
vation de l'énergie s'écrira, de façon générale f(q,q) = E. L'idée est ensuite 
d'inverser cette relation pour déterminer 4 comme une fonction de E et q, 
q = g(E, q). Puis, on peut exprimer le temps t de la façon suivante 


g(t) da a(t) dq 
eo fa [hu fP e 
a(to) atto) JE; 9) 


Si on sait trouver une primitive de us on pourra intégrer l'équation pré- 
cédente et ainsi trouver la fonction t(q). Il suffit alors d’« inverser » la fonction 
précédente pour en déduire l'équation horaire q(t). 


Énergie en relativité générale 


L'énergie joue un rôle essentiel en relativité générale. En effet, les équations 
d'Einstein nous disent que la courbure de l'espace-temps en un point donné 
est proportionnelle à la densité volumique d'énergie présente en ce point. Ainsi, 
l'interaction gravitationnelle est sourcée par l'énergie. 


Energie cinétique 
Dans la partie IIT, la grandeur qui accompagnait le concept de force était la quantité 
de mouvement D = mv. Pour l'énergie, c’est le concept d’énergie cinétique E. qui 


sera introduit naturellement. Pour une particule ponctuelle de masse m se déplaçant à 
la vitesse Ÿ, l'énergie cinétique est un scalaire défini par” 


pl 
pe : mu? (V1) 





1. Vous verrez en thermodynamique qu’il existe aussi une autre forme de transfert d’énergie, le 
transfert thermique Q. 

2. q(t) peut être une coordonnée homogène à une longueur (x, y, z ou bien p, r) ou être un angle (4 

ou 6). 

3. Notons que v? = TV =%.T. 151 
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Cette grandeur ne dépend pas de la direction du vecteur vitesse, mais seulement de 
sa norme. 


| Focus | Différence entre quantité de mouvement et énergie 
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cinétique 


I ne faut pas confondre physiquement la quantité de mouvement avec l'énergie ci- 
nétique. Historiquement, ces deux concepts ont longtemps été un peu confondus 
et associés au concept de la force!. Il a fallu attendre les idées de Leibniz et sur- 
tout les expériences d'Émilie du Chatelet? pour démontrer que physiquement ces 
deux grandeurs n'étaient pas équivalentes. Les expériences consistaient à lâcher des 
billes de cuivre sur de l'argile. La taille du trou formé par la chute de la bille augmen- 
tait comme le carré de la vitesse, et non linéairement avec la vitesse. Puisque c'est 
l'énergie qui pilote la taille du trou, on en déduit que la bille dépose sur le sol une 
énergie qui augmente comme v?, et non pas comme vw. Autrement dit, deux billes 
possédant la même quantité de mouvement mais pas la même énergie cinétique 
n'auront pas le même effet physique : Mme du Chatelet venait de montrer qu'il y a 
une différence entre quantité de mouvement et énergie cinétique. 


Un autre exemple illustrant la différence entre quantité de mouvement et énergie 
cinétique est celui d'un clou que l'on veut enfoncer avec un marteau. Il vaut mieux 
utiliser un marteau lourd à faible vitesse, plutôt qu'un marteau léger manipulé à 
grande vitesse. En effet, dans le cas du clou, on désire communiquer une force im- 
portante pour que le clou s'enfonce, tout en minimisant l'énergie apportée pour 
éviter que le clou (qui en absorbe toujours une partie) ne se plie. On cherche donc 
à maximiser la quantité de mouvement p = mu du marteau au niveau du choc 
(puisque la force est proportionnelle au transfert de quantité de mouvement), tout 
en minimisant l'énergie cinétique E. = mu?/2. En remarquant que p = V/2mE,, on 
constate que pour une quantité de mouvement p donnée, on peut diminuer l'éner- 
gie cinétique E, si on augmente la masse m, d'où le choix du marteau lourd. À 
contrario, si on désire casser un caillou, il faut maximiser le dépot d'énergie, tout 
en limitant la forceÿ. Puisque E, = p?/(2m), on constate que l'on peut diminuer p 
en gardant E. constant si on diminue m. C'est la raison pour laquelle le marteau 
du géologue est plutôt léger : pour une même quantité de mouvement, l'énergie 
apportée sera beaucoup plus grande, ce qui va favoriser le dépot d'énergie, donc 
la déformation et la casse, plutôt que l'apport de quantité de mouvement“. 





1. L'énergie cinétique s’appelait d’ailleurs la « force vive », preuve que le concept de force était 
dominant à l’époque, contrairement à celui d'énergie. 

2. Émilie du Chatelet est une mathématicienne et physicienne française du XVIIT siècle. Elle a en 
particulier traduit du latin Principia Mathématica de Newton (la seule traduction française à ce jour). 
C'était l’un des plus grands scientifiques de son époque, et probablement l’une des premières femmes 


physiciennes ayant eu une influence significative sur l’évolution des idées en physique. 
3. Pour ne pas se faire mal, car d’après la 3LN, la force exercée sur la pierre est égale à la force exercée 


par la pierre sur le marteau, dont une partie se répercute sur notre poignet. 
4. Pour en savoir davantage, consulter la rubrique « Idées de physique » de J.-M. Courty et E. Kierlick, 


du magazine Pour la science n o 299, septembre 2002. 
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Partie IV + Énergie 


La généralisation à un ensemble de N particules M; de masses m; se déplaçant à des 
vitesses v(M;) est immédiate, il suffit de sommer les énergie cinétiques individuelles, 


N 
ie 
= IV.2 
27 AV.2) 


Comme pour la quantité de mouvement, l’énergie cinétique dépend du référentiel 
car la vitesse en dépend. En toute rigueur, il faudrait donc noter E,|,,, pour rappeler par 


rapport à quel référentiel Z on exprime l’énergie cinétique. Le plus souvent le référentiel 
sera implicite et on omettra de le mentionner, comme pour le vecteur vitesse. 


Quiz 1V.1 


On considère une particule se déplaçant à la vitesse v(M/A) par rapport à un 
observateur Z. Un autre observateur Z/ se déplace par rapport à Z à une vitesse 
V(Z'/R) telle que V(Z'/Æ) L D(M/Æ) et | T(M/Z)| = |Væ/2)]|. Que 
vaut l'énergie cinétique dans Z” par rapport à celle dans 7? 

APE BELLE CN exe 
RARE Re ER ire 


| Focus | Théorème de Koenig 


On peut réécrire l'équation (IV.2) sous une forme physiquement plus parlante en in- 
troduisant encore une fois le centre de masse G, comme nous l'avions fait pour la 
quantité de mouvement total d'un système (voir équation (II.5)). Pour cela, introdui- 
sons un référentiel de centre de masse (ou référentiel barycentrique), noté Z*. Par 
définition, dans un tel référentiel, le centre de masse G est au repos, c'est-à-dire 

T(G/Z*) = Ÿ. Relions maintenant l énergie cinétique dans un référentiel d'étude 
% à celui dans le référentiel de centre de masse Z*. 





lee) ; mu (Mi/Z) = N° 5m Ÿ (M/#) -V(M,/) (IV.3) 


i=1 i=1l 


Ensuite, on peut utiliser la loi de composition des vitesses (5.11) pour exprimer la 
vitesse dans Z en fonction de la vitesse dans Z*, 


V(Mi/R) = V(Mi/R*) + V(L'/R) = V(Mi/R*) + V(G/Z) 


puisque G est fixe dans *. Ainsi, en remplaçant dans l'expression (IV.3), on obtient! 


=> 5m 2(M,/Æ*) + 5 no a) D (C/Æ)+ 5 ; m) v’(G/Æ) 
2- 2- À 


Ec| x Mot D (G/Z*)= 0 Mtot/2 














1. Onutilise le fait que (+0) = (R+8)(e F) = à? D? 2 bad = 
D -2. 
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où Mr+ = ÿ,m,; est la masse totale. Ainsi, en notant E* = E,|,,, l'énergie ci- 
nétique dans le centre de masse, E, celle dans Z et vè = W(G/Z), on obtient 
finalement le théorème de Koenig, 





(IV.4) 





L'énergie cinétique totale peut donc se décomposer en deux termes : le premier est 
l'énergie cinétique d'un point matériel fictif situé au centre de masse et qui porterait 
toute la masse du système; le second terme, E*, est appelé énergie cinétique ba- 
rycentrique et représente l'énergie cinétique contenue dans le référentiel du centre 
de masse!. 


Quiz IV.2 


On considère une roue, de masse M, qui roule sans glisser sur le sol, à vitesse 
constante W. 


Que dire de l'énergie cinéti 

. gie cinétique E, de la PR, : 
SENTE Éo 
2 D Hu 

SD sol 


Énergie cinétique relativiste 
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L'expression (IV.1) n'est valable que dans la limite non relativiste, c'est-à-dire 
quand la vitesse est petite devant la vitesse de la lumière c. Lorsque le mouve- 
ment devient relativiste, l'énergie cinétique n'est pas bornée par imc?, comme 
pourrait le laisser penser l'expression classique de l'énergie cinétique. En effet, 
l'expression relativiste de l'énergie cinétique d'une particule massive s'écrit 


2\ —1/2 
E=(y-1}me avec = (1 — = (IV.5) 


Pour une particule de masse nulle, telle que le photon, l'énergie cinétique n'est 
pas nulle, car lorsque m — 0, v — c et donc +7 — co. Au bout du compte, 
l'énergie cinétique d'un photon vaut simplement E = hv, où z est sa fréquence. 





1. Sile système est un solide, alors vous verrez ultérieurement que ce qu’il se passe dans le référentiel 
du centre de masse se réduit à une rotation autour de l’axe instantané de rotation. Ainsi, l’énergie 
cinétique barycentrique correspond à de l’énergie cinétique de rotation seulement. Le théorème de 
Koenig permet donc de dissocier, d’un point de vue énergétique, les mouvements de translation et de 
rotation d’un solide. 





(QUE 8 : | 
Travail et énergie 


cinétique 


On introduit dans cette partie la notion de travail d’une force, dont on donnera une in- 
terprétation physique à travers le théorème de l’énergie cinétique (voir aussi la section 4 
du chapitre 9). 


D Travail et puissance 





1.1 Travail élémentaire 


Comme le montrera le théorème de l’énergie cinétique, le travail d’une force F carac- 
térise une forme d’échange d’énergie entre un système et l’environnement extérieur, par 
le biais de cette force 


È pu une force Fa pi sur un point matériel M, qui se déplace d’un vecteur dépla- 
cement élémentaire dé % OM = M(t)M(t + dt) entre les instants t et { + dé, : 
le travail élémentaire 0W de la force s'écrit par définition comme le produit 





: scalaire de la force F par le déplacement élémentaire d£, 


sw € F .d (8.1) : 


: 5 : j 
Le déplacement d£ peut être celui causé par la force F, ou bien un déplacement 
causé par tout autre action extérieure au système, peu importe. 


ôW et non pas dW 


Il est important de noter que la définition précédente ne définit pas une fonction 
travail W à chaque instant, mais une grandeur dont le sens n'existe qu'entre t et 
t + dt, le long d'un déplacement élementaire donné!. Le travail n'existe donc ni à 
l'instant t, ni à l'instant t+dt. C'est la raison pour laquelle on utilise la notation ÔW et 





1. Le déplacement “IÉmEnRe est, lui, ee obtenu comme la différence d’une fonction (vectorielle) 
entre deux instants, me OM(+ + dt) — OM(+). 
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Chapitre 8 + Travail et énergie cinétique 





A 


Figure 8.1 — Travail d'une force. Le travail élémentaire est défini sur un déplacement 


A2 ET à ; ne LATE ; 
élémentaire d£. Le travail sur un chemin & est obtenu en intégrant le travail élémentaire. 
Notez qu'on ne représente pas ici les forces responsables de la trajectoire. 


non pas dW, pour bien indiquer qu'il ne s'agit pas de la variation d'une fonction W 
entre deux instants!. On peut légitimement se demander pourquoi dans ce cas on 
utilise une notation ÔW faisant référence à une variation. On verra dans la section 1 
du chapitre 9 à quelle condition on peut néanmoins définir une vraie fonction travail 
(ou énergie potentielle) à partir du travail élémentaire. 


Notons par ailleurs que le travail élémentaire dépend à priori du référentiel. En toute 
rigueur, il faudrait donc noter 5W|,. Cependant, pour ne pas alourdir les notations, 
nous omettrons de mentioner le référentiel (cela étant implicite). 

Le travail est une grandeur additive car le produit scalaire est additif. Autrement dit, 
le travail de la somme de deux forces F, + F; est égal à la somme des travaux de chacune 
des forces, 


SW(F: + Fi) = OW(F:) + 6W(F2) (8.2) 


Enfin, le travail est homogène à une énergie, [ÔW] = [F]L = ML?T?, son unité 
est donc le Joule. 


Définition 8.2 SR EErEEErEEETEEEETEEEETEEEETEEEEEEEEEESEESEESEES . 


Le travail élémentaire peut être positif, négatif ou nul. 
— SiôW > O, le travail élémentaire est dit moteur. C’est le cas si la projection de 


la force sur le vecteur déplacement est positif, c’est-à-dire si l’angle (F , d£) est 
aigu. 


— SiôW < 0, le travail élémentaire est dit résistif. C’est le cas si la projection de 





la force sur le vecteur déplacement est négatif, c’est-à-dire si l’angle ( F, d£) est 
obtu. 


: — Le travail est nul si la force est perpendiculaire au déplacement. 





1. Si c'était le cas, ÔW = dW serait ce qu’on appelle une différentielle totale exacte. 
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Exemple 8.1 


Considérons une voiture qui monte une côte de pente a. 


On cherche le travail élémentaire du poids 
entre les instants + et t + dt. 


ÔW = mg cos(r/2+a)d£ = —mg sin a d£ 
Or, df sin à = dz, donc 
ÔW = —-mgdz 





Ainsi, seule la différence de hauteur dz intervient dans le travail élémentaire du poids. 
Dans le cas où dz > 0, le travail du poids est négatif, donc résistif (le poids « lutte » 
contre le déplacement vers le haut de la voiture). 


Exemple 8.2 
On considère maintenant un bloc que l’on déplace sur un sol horizontal en le tirant 
avec une corde qui fait un angle « avec l’horizontale. 

Entre t et t + dt, lorsque le bloc s’est dé- 
placé de d£ = vdi, le travail élémentaire 
s'écrit 





8W = T' cos a d£ 
Le travail de la force T est positif, il est donc moteur. 


Exemple 8.3 


Le travail élémentaire de la force de Lorentz magnétique Lo L quo A É est nul. En 
effet, d = = Ÿ dt, donc — > 
OW = Fp:d=q(ÜAB)-vdt=0 
— ——”/ 
1v 
Ce résultat aura une conséquence importante sur le mouvement d’une particule 


chargée dans un champ magnétique (voir la partie 3.2). 


Quiz 8.1 


On considère le mouvement circulaire de la Terre autour du Soleil. Le travail 
élémentaire de la force gravitationelle exercée par le Soleil sur la Terre est : 


1. négatif 2. nul 3. positif 


1.2 Puissance d'une force 
On part du travail élémentaire d’une force Put définir la puissance d’une force, 


pp dt = F.vdt 


_. S 
puisque dŸ = M(t)M(t + dé) — dOM est le vecteur déplacement élémentaire. 
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Définition 8.3 neeneenenenensenenenenneenenenneneneneeenenenenenenen ee nenenenenen ne neneneenenen ee nennsenenee, À 
CITES Puissance d'une force É 


La puissance P d’une force F s'écrit 





(8.3) : 





La puissance est une grandeur additive, tout comme le travail élémentaire. Ainsi, la 
puissance de la somme de deux forces est égale à la somme des puissances de chacune 
de ces forces. 


Définition 8.4 REEEEEEEEEEeersersereeser esse eee ees ere er ser eer serre ess eee eee ESS . 


: La puissance est dite motrice si P > 0 et résistante si P < 0. 

La puissance d’une force est bien homogène à une puissance, donc une énergie di- 
visée par un temps, soit ML?T-*. Son unité est donc le Watt (W). Contrairement au 
travail élémentaire, qui est défini comme une grandeur entre t et t + dt, la puissance 
est définie localement à chaque instant t. Le sens physique de cette puissance deviendra 
limpide dans la section 3.1 de ce chapitre. 


1.3 Travail sur un chemin 


Nous allons maintenant définir une grandeur globale, le travail d’une force sur un chemin 
€ allant de À à B. Il est donné par la somme des travaux élémentaires le long de €, à 
savoir 





Was [ow= [r.& (8.4) 





où le déplacement élémentaire d est tangent à € en tout point du chemin!. On dit 
que l’on forme mathématiquement la circulation de la force F le long du chemin €. 
À priori, cette intégrale dépend du chemin € suivi, en plus de dépendre des points de 
départ et d’arrivée?. On en verra des exemples dans la section 2 de ce chapitre. 

Le travail, tout comme le travail élémentaire, est une grandeur algébrique, qui peut 
être positive ou négative. Il se peut que le long du chemin, le travail élémentaire soit 





; se < FT e 
1. Ce vecteur déplacement élémentaire peut s’écrire dans le repère de Frenet comme d£ = ds €i, où 


s est l’abscisse curviligne et ti le vecteur unitaire de Frenet tangent à la trajectoire. 


2. Cette propriété est reliée au fait que le travail élémentaire n’est pas une différentielle totale exacte. 
B B 


Autrement dit : dW = W(B) — W(A), et donc ne dépend pas du chemin, alors que | ôW Æ 
A A 
W(B) —- W(A). 
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positif sur certaines parties, et négatif sur d’autres parties. C’est le signe global de 
WA_,8 qui dictera si on parle de travail moteur ou résistif. 


Définition 8.5 SRE eets . 


Si le travail ne dépend pas du chemin, on dira que la force est conservative, sinon 
: elle est non conservative. On verra les conséquences de ce constat dans le chapitre 9. : 
Quiz 8.2 


Une voiture se déplace à la vitesse v vers la droite. Elle se met à piler et dérape sur 
une distance d. On suppose que la force de frottement F est constante. Oue vaut 
le travail exercé par cette force ? 


1. W= Fa 2. MW= F4 3: W=0 4. W=Fv 5 WF 


€) Quelques exemples de travail 





Lorsqu'une force est toujours perpendiculaire au déplacement, la puissance et le travail 
de cette force sont nuls. Dans les autres cas, pour calculer la circulation (8.4), il faut 
exprimer le vecteur d dans une base et introduire une paramétrisation pour décrire 
le mouvement le long du chemin. Concrètement, cela demande d’introduire une (ou 
plusieurs) coordonnées sur laquelle portera la circulation (8.4) (voir l’encart ci-dessous 
pour plus de détails). 


Méthode générale pour le calcul du travail (à 2D) 


Considérons un chemin € à deux dimensions, contenu dans le plan (xOy). On 
suppose que le chemin peut s'écrire comme une courbe caractérisée par une 
fonction y = f(x), que l'on notera également y(x). Tous les chemins ne peuvent 
pas s'écrire comme cela; cependant, tout chemin peut se décomposer en mor- 
ceaux qui peuvent se paramétrer à l'aide d'une fonction!. Une fois que cette 
fonction est donnée, il est possible d'exprimer le vecteur déplacement élémen- 


— 
taire dé = dx e} + dye;. En effet, dy — dr = y(x)dx, où le prime désigne 


la dérivée par rapport à x. Ainsi, le vecteur déplacement élémentaire d{ peut 
s'exprimer en fonction de dx seulement, 


dW= (2 +y(r)2)dr = War = 1 (Fer, y(x)) + y'(x)F, (x, y(x))] dx 


TA 
(8.5) 
; s F > > 
où F, et F, sont les coordonnées de la force dans la base (e;,e;). La 
méthode précédente peut se généraliser à trois dimensions. 





1. Par exemple, un cercle centré à l’origine et de rayon R a pour équation x? + y? — R?, qui est 
constituée de deux morceaux que l’on peut caractériser par les fonctions y(x) = +VR2 — +2. 
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Nous allons voir des exemples ci-dessous, qui peuvent se traiter plus simplement 
qu’avec la méthode générale présentée ci-dessus. 


Quiz 8.3 


On considère la fronde de la figure ci-dessous. Le travail de la tension de la corde 

est : 

1. positif 

2. nul sur un tour complet mais non nul sur un HR TO RS SES SSee € 
demi-tour RUE ant Te 


3. toujours nul fronde 


4. négatif 


Quiz 8.4 


Un satellite orbite autour de la Terre sur une trajectoire circulaire uniforme à la 
vitesse v. Que vaut le travail de la force gravitationnelle F lorsque le satellite fait 
une demi-période (pendant une durée T/2) ? 

1. —FuT/2 3. FuT/2 

2. il est nul 4. il manque des informations pour conclure 


2.1 Travail le long d'un chemin rectiligne 


Lorsque le travail d’une force est calculé le long d’un chemin rectiligne, celui-ci se 
ramène au calcul de la circulation de la force à l’aide d’une coordonnée cartésienne le 
long du chemin rectiligne. Si on définit un axe (Ox) contenant le chemin, le déplacement 
élémentaire s’écrit dé = dx € de telle sorte que le travail entre la position initiale x; 
et la position finale x} s’écrit 


Tf zf 
W = F . dre} - | F,(x)dx (8.6) 


Ainsi, l’expression précédente permet d’interpréter le travail comme l’intégrale de la 
fonction F,(x) par rapport à x (et non pas par rapport au temps!). Cette interprétation 
est souvent très utile pour déterminer graphiquement le signe ou la valeur du travail. 





1. On rappelle que l’intégrale de la force par rapport au temps représente la variation de quantité de 
mouvement. 
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Quiz 8.5 


Une voiture se déplace vers la droite. Elle est soumise à une force de freinage dont 
la norme est représentée ci-dessous, en fonction de la distance x parcourue. 


1000 N |------- 


voiture 








0 00m 300 m 


Le travail de la force de freinage sur les 100 premiers mètres est : 
1. de signe opposé à celui sur les 200 derniers mètres 

2. nul 

3. de même signe que celui sur les 200 derniers mètres 


Quiz 8.6 


On considère de nouveau la situation du quiz 8.5. Le travail de la force de freinage 
sur les 100 premiers mètres est : 

1. plus petit que celui sur les 200 derniers mètres 

2. égal à celui sur les 200 derniers mètres 

3. plus grand que celui sur les 200 derniers mètres 


__ Exercice 8.1 





Un objet (une voiture par exemple) se déplace sur un axe (Ox). Il est soumis à 


une force = Fe dont l’évolution de F, avec la position x est représentée 
ci-dessous. 


position initiale 





Quel est le travail de la force F lorsque l’objet se déplace de x = 0 à x = 7m? 
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Quiz 8.7 
Un objet (une voiture par exemple) se déplace sur un axe (Ox). Il est soumis à 
une force = F,€? dont l'évolution de F, avec la position x est représentée 
ci-dessous. 

F> 


Quel est le signe du travail de la force F entre la position initiale et la position 
finale ? 
1. négatif 3. nul 


2. positif 4. on ne peut pas conclure, cela dépend si la force est conservative ou 
pas 


2.2 Travail d'une force constante 


SA FA RE 
Considérons une force constante f,. Puisque cette force est constante, sa direction reste 
fixe! et on peut définir un axe z dans la direction de la force constante. Ainsi, 


_. _. 
fo = fo? et di = dre + dyez + dze? 


Le travail s’écrit donc 
B— — ée 
Waus=/ Rd | fode= fo( 24) (8.7 
A ZA 


C’est clairement un exemple où le travail ne dépend finalement pas du chemin suivi! 
Aünsi, ce travail ne dépend que de 2 et z4, mais pas de la façon dont on rejoint zA à 28. 
De même, les déplacements dans les directions e? et e; ne contribuent pas au travail. 
On en déduit le théorème suivant. 


Quiz 8.8 


Un objet de masse m se déplace le long de différents chemins du point À au point 
B. Sur quel(s) chemin(s) le travail du poids est-il le plus petit ? 





1. Une force constante garde une direction et une norme constante. 
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1.1 4. 4 
20) 5. 5 
3.3 CHE 


7. pareil pour les cinq 





L'exemple le plus significatif de force constante est celui du poids P — my, qui 
est donc une force conservative. En conclusion, le travail du poids sur une particule de 
masse m le long d’un chemin reliant un point À à un point B s’écrit 


Wap = Mmg(za — 28) 


où l’axe des z est dirigé vers le haut CŸ = — ge). Ainsi, le travail du poids est moteur 
Si ZA > 2p, à Savoir si le point de départ est plus haut que le point d’arrivée. 


| Focus | Travail d'une force constante 


Lorsque la force est constante (en norme et en direction) le travail de la force peut 
aussi s'écrire 





Wan) PUF. / ar (8.8) 


Attention, cette expression n'est valable que si la force est constante. 


2.3 Travail d'une force de rappel 


Considérons un ressort de raideur k, que l’on étire depuis sa position au repos sur une 
élongation A4 = L. Le travail W de la force de rappel élastique s’écrit 


B 
Waus= / F.d 
A 











En définissant un axe (Ox) le long du ressort, une origine O au niveau de la position 
à vide, et un vecteur €; dans le sens d’un allongement positif, on peut écrire 


Het et sde 
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Ainsi, le travail de la force de rappel s’écrit comme une intégrale sur la coordonnée 
x, entre za = DOetxp = L, 


xB 1 TB 1 
Wap = A —kx € ex) . dx €, — -k | adx = —k a] => EX]? (8.9) 
TA 2 TA 2 
Le travail de la force de rappel est résistif dans ce cas. 


Quiz 8.9 


Considérons un ressort que l'on étire depuis sa position à vide sur une élongation 
de 2 cm. Le travail de la force exercée par la main sur le ressort est : 


1. résistif 2. nul 3. moteur 

Quiz 8.10 

Quand un ressort voit sa longueur diminuer, le travail de la force de rappel est : 

1. positif 3. nul 

2. négatif 4. il manque des informations pour 
conclure 

Quiz 8.11 


On s'intéresse au travail de la force de rappel élastique d'un ressort lors d'un dé- 
placement de son extrémité qui amène l'élongation du ressort de la valeur x Z£ 0 
à x + Aw. Si on fait un déplacement qui amène l'élongation du ressort de la valeur 
x à x + 2A%x, comment évolue le travail de la force de rappel sur ce chemin, par 
rapport au cas précédent ? 


1. ilreste constant 2.il double 3. il quadruple 4. aucune de ces réponses 


2.4 Travail d'une force de frottement 


Considérons désormais une particule qui se déplace avec une vitesse de norme constante 
le long d’un chemin € de À vers B. On suppose que cette particule est soumise à une 
force de frottement fluide de la forme 


f=-hv=-f8 


où €? est le vecteur unitaire dans la direction du vecteur vitesse, €; — Ÿ/{||Ÿ||. La 
norme de la force de frottement f — k, ||” || est une constante dans la la situation que l’on 
considère (mouvement uniforme). En utilisant le repère de Frenet, dés = dse ex, donc le 
travail de la force de frottement s’écrit : 


Wap = — fds = — flag 


0 
où lag est la longueur du chemin entre A et B (et non pas la distance en ligne droite 
entre À et B). 
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ne 
A ce E 


Ÿ 


On constate donc que le travail W,_,8 de la force de frottement dépend du chemin 
que l’on prend pour aller de À à B, en particulier de la longueur de ce chemin. La 
force de frottement fluide n’est donc pas conservative. De façon générale, les forces de 
frottements seront non conservatives. 

Il faut faire attention de ne pas confondre ce cas avec celui d’une force constante, car 
ici bien que la norme de la force soit constante, sa direction varie le long de la trajectoire. 


__ Exercice 8.2 





En marchant normalement à vitesse constante, l’air exerce sur une personne une 
force de frottement d’environ f & 0,3 N, dans la direction du vecteur vitesse mais 
de sens opposé. Que vaut le travail de cette force si une personne se déplace de À à 
B en suivant un arc de cercle de rayon R = 1 km ? Et en ligne droite entre À et B ? 











Quiz 8.12 


Un vélo roule sans glisser sur une route horizontale. Que dire du travail de la force 
de frottement exercée par la route sur les roues du vélo ? 


1. il est résistif 2. il est nul 3. il est moteur 


Théorème de l'énergie cinétique (TEC) 





Le théorème de l’énergie cinétique, ou sa version locale, le théorème de la puissance 
cinétique, permet de donner un sens physique au travail et à la puissance d’une force. 


3.1 Théorème de la puissance cinétique (TPC) 


La deuxième loi de Newton permet de montrer que la dérivée temporelle de l’énergie 
cinétique est égale à la puissance de la résultante des forces extérieures agissant sur un 
système. En effet, si la masse du système est constante, 


d(mv) RE ” nd > 


—— 
me ns DR Er (8.10) 





où on a utilisé la relation (5.14). On obtient finalement 
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d f1 
Gr) = E Pau 


en — 
FE, 
On voit apparaître l’énergie cinétique E. = mu? déjà définie en introdution de 


cette partie. 





(8.11) 





Le TPC nous donne le sens physique de la puissance d’une force : la puissance d’une 
force est reliée à la variation temporelle de l’énergie cinétique. Autrement dit, si une 
force extérieure exerce une puissance non nulle sur un système, elle fait varier l’éner- 
gie cinétique du système. Plus la puissance est importante, plus forte est la variation 
de l’énergie cinétique. Si la puissance est positive, l’énergie cinétique augmente, si la 
puissance est négative, l’énergie cinétique diminue; et enfin, si la puissance est nulle, 
l'énergie cinétique reste constante. 


| Fous | TPC versus 2LN 


La deuxième loi de Newton (2LN) et le théorème de la puissance cinétique ex- 
priment essentiellement la même physique, mais avec des concepts différents. Dans 
l'approche basée sur les forces, si la résultante des forces extérieures est non nulle, la 
quantité de mouvement totale du système varie. Dans l'approche basée sur l'éner- 
gie, si la puissance de la résultante des forces extérieures est non nulle, l'énergie 
cinétique varie. L'utilisation du TPC présente cependant de grands avantages qui 
le rendent intéressant pour aborder de nombreux problèmes : l'aspect vectoriel est 
simplifié et masqué dans le calcul de la puissance des forces, et la dynamique as- 
sociée est codée par une équation différentielle du premier ordre, comme vous le 
verrez dans les exemples. Si le système ne possède qu'un seul degré de liberté, il 
faudra utiliser le TPC ou sa généralisation (9.19) pour déterminer la dynamique du 
système. 


Quiz 8.13 


Une voiture, initialement à l'arrêt, se met à accélérer. On suppose que la puissance 
du moteur est constante (et donc indépendante de la vitesse en particulier) et on 
néglige les frottements. Quel graphique représente le mieux la vitesse en fonction 
du temps ? 
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H 
Yæ 
Y+ 





__ Exercice 8.3 





On reprend la situation du quiz 8.13. L’accélération est telle que la vitesse passe de 0 
à 100 km.h” ! en 6 s. En combien de temps la vitesse passe-t-elle de 0 à 200 km.h”! ? 








3.2 Théorème de l'énergie cinétique (TEC) 


Le théorème de la puissance cinétique peut s’écrire sous une autre forme, dite «globale », 
et qui est parfois plus intéressante à utiliser que sa forme « locale » qui est le TPC. Pour 
cela, intégrons l’équation (8.11) entre un instant initial t; et un instant final t}, 





ts dE ts ts 
dt= | dE, = [l ad 
ti dt bi > ti é | 
Wext, if 


On déduit de l’équation précédente le théorème de l’énergie cinétique, qui relie la 
variation d’énergie cinétique entre un instant initial et un instant final au travail des 
forces extérieures, 





AE = Eeg — Eos = D West (8.12) : 





Si le travail total des forces extérieures est positif, l'énergie cinétique augmente, c’est- 
à-dire que le système accumule de l’énergie sous forme cinétique. On comprend alors 
que le travail soit interprété comme un transfert d’énergie puisqu'il permet de transférer 
de l’énergie du milieu extérieur vers l’énergie cinétique du système. Si le travail des 
forces extérieures est au contraire négatif, l’énergie cinétique diminue et donc la vitesse 
diminue. Enfin, si ce travail est nul, la vitesse reste constante. L'utilisation du théorème 
de l’énergie cinétique est d’ailleurs souvent la bonne méthode pour déterminer si un sys- 
tème est accéléré, décéléré ou bien uniforme. On rappelle que l’autre méthode consiste 
à étudier le signe de Tv (voir (5.14)). 

Dans la pratique, vous utiliserez le TEC soit pour déterminer le travail des forces, 
soit pour déterminer la vitesse. L'utilisation du TEC peut également être une bonne idée 
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en première intention si on recherche la vitesse finale, sans avoir besoin de connaître la 
trajectoire à chaque instant. 


Notons enfin que le TEC est valable quelles que soient les forces, que celles-ci soient 
conservatives ou pas. 


Quiz 8.14 
Une voiture et un camion (plus lourd que la voiture) se déplacent vers la droite 
avec la même vitesse. À un moment, ils se mettent à freiner en même temps. On 


suppose que la force de freinage F est constante et exactement la même pour la 
voiture et le camion. Lorsque la voiture et le camion ont parcouru la même distance 
d, en étant toujours en mouvement, quelle proposition est vraie ? 


voiture 


1. ils ont la même énergie ciné- 
tique finale 


D = 


\ 


— 
F 








2. ils ont la même vitesse finale 





3. la puissance de la force 
de freinage est la même à 
chaque instant 


4. ils ont perdu la même quan- 
tité d'énergie cinétique camion 
5. au moins deux des réponses 


précédentes 


6. aucune de ces réponses 


Quiz 8.15 


Une voiture et un camion (plus lourd que la voiture) sont initialement au repos. Ils 
accélèrent sous l'effet d'une même force de propulsion F. Lorsque la voiture et le 
camion ont parcouru la même distance d, en étant toujours en mouvement, quelle 
proposition est vraie ? 


1. ils ont la même énergie ciné- 
tique finale 


voiture 







2. ils ont la même vitesse finale 

3. la puissance de la force de 
propulsion est la même à 
chaque instant 


4. au moins deux des réponses 
précédentes 


camion 


5. aucune de ces réponses 
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__Exercice 8.4 





Une voiture de masse m — 300 kg se déplace vers la droite à la vitesse initiale de 
40 m.s” !. Elle est soumise à une force de freinage dont la norme est représentée sur 
la figure du quiz 8.5. Que vaut la vitesse finale de la voiture au bout des 300 mètres ? 











Quiz 8.16 


Une voiture monte une colline de pente «& à vitesse constante v. La voiture est 


soumise à son poids n = mŸ et à la force de propulsion F (exercée par la route 
sur la voiture). 


Que vaut le travail total des forces lors de la ni 
montée de la voiture sur une distance totale d? ro 
O 

1. Fd 5. —mgdsin a À e 
2. —Fd 6. 0 
3. Fd+mgdsina 7. une autre réponse Êi 
4. mgdsin a — 

EP 
Quiz 8.17 
Peut-on augmenter la vitesse d'une particule chargée avec un champ magnétique ? 
1. oui, seulement si Ÿ / É 3. oui, si v - 0 
2. oui, seulement si Ÿ L B 4. non 
Quiz 8.18 


Supposez que vous faites rouler sans glisser une roue sur un sol horizontal. On 
néglige les frottements dus à l'air mais on tient compte du frottement solide entre 
la roue et le sol. Comment évolue la vitesse de la roue ? 


1. elle diminue 2. elle reste constante 3. elle augmente 
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(@UEToNIEE 9 


Energie potentielle 
et forces conservatives 


Si une force est conservative, on peut introduire un nouveau concept, l’énergie poten- 
tielle, qui est une forme de stockage de l’énergie!. Cette énergie emmagasinée peut 
être restituée si le systéme est laissé libre. On verra précisément qu’un système tend 
«naturellement » à minimiser son énergie potentielle. 


[BI Tatite)s 9.1 bosssssossonse PENSER LEP EEE LEE LTE EE PERS EURE CESSER EEE EEE GER GE EEE .. 
Énergie potentielle : 


On dit qu’une force F est conservative (ou encore qu’elle dérive d’un potentiel), si 
le travail élémentaire de cette force s’écrit comme la variation d’une fonction E,, 
appelée énergie potentielle, 





Le signe moins est choisi par pure convention, afin de former ultérieurement l’énergie 
mécanique comme la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle. Si une 
force est conservative d’après la définition 9.1, on est assuré que le travail de la force 


;L ÔW ne dépendra pas du chemin suivi. Aïnsi, la définition 9.1 est bien équivalente à 
& 


la définition 8.5?. 
On définit une énergie potentielle pour chaque interaction qui peut se décrire par 
une force conservative. S’il y a plusieurs forces conservatives F, l’énergie potentielle 


totale E,, s’écrit comme la somme des énergies potentielles E, ;, 


E, = >, D (9.2) 





1. On comprendra pourquoi on peut utiliser ce terme dans la section 2.1 de ce chapitre. 
2. En fait, on vient de montrer def 9.1 = def 8.5. On admet que l’autre implication est vraie (c’est-à- 


dire def 8.5 — def 9.1). 
3. Notons qu’à l’échelle microscopique, toutes les interactions qui peuvent se décrire par une force 


sont en fait conservatives, donc on peut toujours définir une énergie potentielle. Notez que dans le 
cas de la force de Lorentz magnétique, puisque celle-ci ne travaille pas, il semble d’après l’équa- 
tion (9.1) que l’énergie potentielle associée soit une constante. Cependant, vous verrez ultérieurement 
en mécanique analytique qu’il est possible d’étendre la définition de l’équation (9.1) à une classe plus 
générale de forces, que l’on nomme monogéniques. Dans ce nouveau cadre, ces forces dérivent éga- 
lement d’une énergie potentielle, dite généralisée. Ainsi, toutes les forces fondamentales de la nature 
dérivent finalement d’une énergie potentielle. 
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interaction 








Figure 9.1 - Diagramme d'interaction en présence de forces conservatives. On peut, au 
choix, décrire l'interaction par deux forces (opposées d'après la 3LN), où bien par une 
seule énergie potentielle d'interaction. Pour le système .7 = .71 +.72, les forces 
conservatives deviennent des forces intérieures, leur somme est nulle. Par contre, 
l'énergie potentielle reste non nulle, et va intégrer ce qu'on appelle l'énergie interne U 
du système .7 (voir section 4 de ce chapitre). 


| Focus | Niveau fondamental des énergies potentielles 


L'équation (9.1) définit l'énergie potentielle par sa variation!. Ainsi, l'énergie poten- 
tielle est définie à une constante près’, que l'on peut choisir pour nous simplifier 
la vie. En pratique, on choisira la constante de telle sorte que l'énergie potentielle 
s'annule lorsque les systèmes 1 et. ne s'influencent plus (souvent lorsqu'ils sont 
loin l'un de l'autre), ou lorsque le système étudié est dans sa position d'équilibre. Le 
point ou la région de l'espace pour laquelle l'énergie potentielle est choisie nulle 
s'appelle la référence d'énergie potentielle. 





@D Exemples d'énergie potentielle 





On va étudier trois exemples fondamentaux de forces conservatives, qui sont celles déjà 
évoquées dans la section 2 du chapitre 8. 


1.1 Cas d'une force constante 


On a déjà montré dans la partie 2 qu’une force constante fo = fe était nécessairement 
conservative, et que 


— 
8W( Jo) = fodz = —d(— fo) 
Ainsi, on peut définir une énergie potentielle telle que dE, = d(— foz), et donc 
E, = — foz + cte = — fo(z — 2) (9.3) 


avec 2, une constante définissant la référence d’énergie potentielle. 








1. Les théorèmes généraux énoncés plus loin nous diront d’ailleurs que c’est la seule grandeur qui ait 
un sens physique. 


2. Si E, est une énergie potentielle associée à la force F, alors E, + K, avec K une constante, est 
aussi une énergie potentielle associée à cette force. 
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Exemples d'énergie potentielle 


Exemple 9.1 Force dans un champ de pesanteur uniforme (poids) 
L'exemple fondamental de ce cas particulier est l’énergie potentielle associée au 
poids, dont on rappelle que P _ my _ —myge> si l’axe z est vers le haut. On 
parle alors d’énergie potentielle de pesanteur, qui s’écrit 


Eppes. = Mgz + cte | (9.4) 


L'expression (9.4) est valable si l’axe z est un axe vertical vers le haut. Si on décide 





de mettre l’axe des z vers le bas, alors P = md = mge et donc E,,pes. — 
—mgz + cte. 

Rappelons enfin que le poids n’est constant que si on reste au voisinage de la sur- 
face de la Terre. Lorsque ce n’est pas le cas, il faut alors utiliser l’expression plus 
générale (9.9) de l’énergie potentielle gravitationnelle. 


Quiz 9.1 


Un livre est posé sur une table à une hauteur de 1 m par rapport au sol. Un autre 
livre est posé sur une étagère située à 2m de hauteur. L'énergie potentielle de 
pesanteur du livre sur l'étagère est : 

1. plus grande que celle du livre sur la table 

2. deux fois plus grande que celle du livre sur la table 

3. cela dépend de la convention d'orientation de l'axe des z 


Exemple 9.2 Champ électrique uniforme Un autre exemple est ce- 
lui de la force de Coulomb pere un champ électrique uniforme É = Ee 
= qE 2, L'énergie potentielle s’écrit alors, 


E,E = —gEz + cte | (9.5) 


sur une particule chargée, = q 
d’après (9.3), 





1.2 Force gravitationnelle et force de Coulomb 


On rappelle l’expression (2.1) de la force gravitationnelle exercée par une masse M 
située en ©, sur une masse m située à la distance r, 


F = GMmE — 3 e;. (9.6) 





où r = OMet €? est le vecteur unitaire dans la direction OM. Le travail élémentaire 
s'écrit 


oW — 








dé =" e . dé = - "dr = dE, (9.7) 
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où on a utilisé l’expression (5.10) du déplacement élémentaire en coordonnées sphé- 
riques!. Donc 


sh in tt (9.8) 


dr r2 7 Tr 








En prenant une énergie potentielle nulle à l’infini, on obtient finalement comme 
expression générale de l’énergie potentielle gravitationnelle 





x GMm 


T 





(9.9) 


Ep grav. = 


Exemple 9.3 Cas de la force de Coulomb Le résultat précédent se 
généralise au cas de la force de Coulomb, par analogie avec la force gravitationnelle 
(voir la section 2.2 du chapitre 2). L'énergie potentielle électrostatique entre deux 
charges q et Q séparées d’une distance r s’écrit, en choisissant une énergie potentielle 
nulle à l'infini : 





(9.10) 





Potentiel électrostatique 
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L'expression (9.10) permet de définir un nouveau concept, qui est le potentiel 
électrostatique VQ créé par une charge Q. Ce potentiel est défini de telle sorte 
que l'énergie potentielle électrostatique E,.. entre une charge q disposée en 
M, et la charge Q soit donnée? par E elec. = 4Va(M,). L'expression précédente 
se généralise simplement au cas d'un ensemble de charge Q,;, en définissant 
V = ÿ;,Va,, de telle sorte que E,,4ec. = qV. Une différence de potentiel V 
s'appelle une tension, c'est le concept que vous manipulez en électricité. 


1.3 Force de rappel élastique 


On rappelle l’expression de la force de rappel élastique, F = —kxe? avec x = {— Lo 
l'allongement du ressort. Le travail élémentaire lors d’un déplacement selon l’axe du 
ressort s'écrit : 


SW = F - dŸ = -krdr = dE, (0.11) 





1. Bien qu'ici le résultat soit trivial et ne demande pas de se rappeler de l’expression des composantes 
orthoradiales du vecteur déplacement élementaire. 

2. À noter, on peut aussi écrire Epee. = QV(Ma), où V, est le potentiel créé par la charge q et Ma 
le point de l’espace où se situe la charge Q. 
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oO Énergie mécanique 


On en déduit l’énergie potentielle : 
dE 1 
ne be e.-Efr)e= ; kr? + cte (9.12) 
On prend souvent l’énergie potentielle nulle pour une élongation nulle, de telle sorte 
que l’énergie potentielle élastique s’écrit finalement : 


1 
2 





1 
ke = 5-0) (9.13) 


Et —= 


__ Exercice 9.1 





Retrouver la relation (6.17) par une approche énergétique, en demandant que 
l'énergie potentielle élastique totale du système soit minimale! . 











2] Energie mécanique 





2.1 Définition 


Définition 9.2  SOEEEcCErEEeErEerererserserses ess ere ser ees ser eee eee ee eee eee EEE À 


: On définit l'énergie mécanique comme la somme de l’énergie cinétique et de 
: l'énergie potentielle, 





L'intérêt de l’énergie mécanique est qu’il s’agit d’une quantité qui se conserve lorsqu'un 
système n’est soumis qu’à des forces extérieures conservatives. Dans le cas d’une seule 
force extérieure conservative F, on a d’après le théorème de l’énergie cinétique 


AE. = WF) = ! Mes j dE, = -AE, 


Et donc 





A(E+E)=0 = E, =ct (9.15) 


Ce résultat se généralise sans problème au cas d’un ensemble de forces extérieures 
conservatives en sommant simplement les énergies potentielles. En effet, 


AE. = 5) W(F) = DAE:=-AE, avec E,=YE,; 





1. C’est ici un exemple où on peut trouver une loi physique en partant comme principe premier que 
l’énergie doit être minimale.La branche moderne de la mécanique (dite analytique) est construite sur 
de tels principes de minimisation. 
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A . 


En présence uniquement de forces extérieures conservatives ou de forces extérieures 


: ne travaillant pas, l’énergie mécanique d’un système se conserve. 


On comprend maintenant pourquoi l’énergie potentielle E,, peut s’interpréter comme 


une forme de stockage de l’énergie, qui s’échange avec l’énergie cinétique lors du mou- 
vement. En effet, puisque E,, se conserve, si l’énergie cinétique E, varie, l’énergie 
potentielle E,, doit également varier pour assurer EQ + E,, — cte. 


ED Conservation de l'énergie : un réflexe de physicien 


La conservation de l'énergie mécanique est très intéressante pour déterminer 
l'équation d'évolution d'un système soumis uniquement à des forces conservatives, 
car l'énergie mécanique constitue une constante du mouvement. Il faut toujours y 
penser lorsqu'on aborde un problème, surtout lorsque celui-ci ne contient qu'un 
seul degré de liberté. 


Quiz 9.2 


Une bille dévale une gouttière sans frottement. À l'instant t, la bille part d'une 
vitesse nulle d'une hauteur H. On choisit comme référence d'énergie potentielle 
le sol. 








À l'instant {, on suppose que l'énergie potentielle de la billle est trois fois plus 


grande que son énergie cinétique. À quelle hauteur h se situe la bille à l'instant +? 


1, do = y & = BYE 5. h = 3H/4 
2 1 = 2 4. h=2H/3 6. aucune de ces réponses 
Quiz 9.3 


Une jeune fille voudrait choisir un toboggan parmi ceux représentés ci-après, de 
manière à avoir la vitesse maximale quand elle arrivera en bas de la pente. Les 
tobbogans sont supposés sans frottement et on néglige la résistance de l'air, de 
telle sorte qu'il n'y a pas de dissipation d'énergie. 
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ai) Énergie mécanique 








sol 

Lequel des toboggans représentés dans la figure ci-dessus devra-t-elle choisir ? 
1. À 3. C 5. peu importe, sa vitesse sera la même dans tous 
2. B 4. D les cas 
Quiz 9.4 
Quatre canons sont orientés comme dans la figure ci-dessous. Ils tirent simulténa- 
ment quatre boulets identiques avec la même vitesse initiale v, = ||u,||, depuis la 
même hauteur H. 
Quel boulet frappe le _ | = 
sol avec la plus grande pes _ e 1 

; : 0 
ne ---dD Se ---- <—0( ---- 0 ---- =-- 

c AS Bl 
2.B ms D 
3 0 LA 
4. D H 
5. CetD 
6. les quatre auront sol 


la même vitesse 


__Exercice 9.2 





On lance une particule de charge q à la vitesse initiale vo, directement vers une autre 
particule de charge Q et de même signe que q. À quelle distance minimale la charge 
q s’approchera-t-elle de la charge Q ? 











Quiz 9.5 


Un ressort de masse nulle peut osciller horizontalement. Une masse m est fixée à 
une de ses extrémités. On comprime le ressort initialement, puis on le lâche sans 
vitesse initiale. Au moment où la masse m atteint son point le plus éloigné, avant 
de repartir en arrière, l'énergie potentielle élastique du ressort est : 


1. plus petite 2. égale 3. plus grande 
que l'énergie potentielle élastique du ressort à l'instant initial. 


177 


Chapitre 9 + Énergie potentielle et forces conservatives 


178 


Quiz 9.6 


On reprend la situation du quiz 9.5 mais dans une situation verticale. Un ressort de 
masse nulle est suspendu à un plafond, une masse m étant fixée à son extrémité 
basse. On comprime le ressort initialement, puis on le lâche sans vitesse initiale. Au 
moment où la masse m atteint son point le plus bas, avant de remonter, l'énergie 
potentielle élastique du ressort est : 

1. plus petite 2. égale 3. plus grande 

que l'énergie potentielle élastique du ressort à l'instant initial. 


2.2 Théorème général 


De façon générale, en présence de forces conservatives et non conservatives, le théorème 
de l’énergie cinétique nous permet d’écrire 


AE, — > Wix cons. T LS Waxt nc (9.16) 


nn — 
=-AE, 


Où Wextcons. représente le travail des forces extérieures conservatives, qui dérivent 
d’une énergie potentielle, et W.xnc le travail des forces extérieures non conservatives. 
Aüinsi, la variation de l’énergie mécanique est finalement égale au seul travail des forces 


extérieures non conservatives, 
NE — ÿ Wext nc | (9.17) 


Ce résultat constitue le théorème de l’énergie mécanique (TEM). On peut donner une 
version locale de ce théorème. En effet, 


dE = ÿ West ne — v Es nc dé = ÿ Féx nc ° v'dt (9.18) 


En divisant par dt de part et d’autre, on démontre le théorème de la puissance 





mécanique ci-dessous. 


a De ad du | 


: Théorème de la puissance mécanique (TPM) 
: La dérivée temporelle de l’énergie mécanique est égale à la puissance des forces 
extérieures non conservatives, 





dE» 
Fra = ÿ Pext nc (9.19) 





: Ce théorème permet de retrouver tous les autres vus auparavant (TEC, TPC, TEM). : 

L'interprétation physique de ce théorème est simple : l’énergie mécanique se conserve 
si le système n’est soumis qu’à des forces conservatives, ou si les forces non conser- 
vatives ont une puissance nulle (c’est-à-dire ne travaillent pas). Sinon, en présence de 
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forces non conservatives qui travaillent, l’énergie mécanique ne se conservera pas et le 
taux de perte d’énergie mécanique est égale à la puissance de ces forces non conserva- 
tives. L'exemple classique de forces non conservatives sont les forces de frottements, 
dont on a déjà démontré dans la partie 2.4 qu’elles étaient non conservatives!. 


Invariance de l'énergie par translation 


On constate que dans les théorèmes généraux liés à l'énergie, seules comptent 
les différences d'énergie (AF,,, ou dE,,/dt). Autrement dit, seules des diffé- 
rences d'énergie sont mesurables en physique classique, et non pas la valeur 
« absolue » de l'énergie, que l'on peut toujours redéfinir à une constante addli- 
tive près. Cette invariance par changement du niveau d'énergie est vraie dans 
toute la physique classique, incluant la mécanique quantique et la relativité res- 
treinte. Ce n'est qu'au niveau de la relativité générale que la valeur absolue de 
l'énergie a un effet physique mesurable’. 


Quiz 9.7 


Un enfant dévale un toboggan d'une hauteur h = 10 m. Arrivé en bas, sa vitesse 


est mesurée à v = 10m.s !. On prendra g = 10m.s ?. 


L'énergie totale de l'enfant 
est-elle conservée ? 
1. cela dépend de sa masse 
2. oui, le frottement est te 
négligeable 
3. non, une partie de l'éner- 
gie est dissipée par frot- v = 10ms 
tement sol 


1 





Collisions (ou chocs) 





Dans cette partie, nous allons exploiter la conservation de la quantité de mouvement 
totale et de l’énergie mécanique lors de collisions entre des particules. Nous nous 
restreindrons à des situations simples. En particulier, nous supposerons que les 





1. Rappelons néanmoins qu’une force de frottement peut tout à fait ne pas travailler, c’est le cas par 


exemple du frottement solide lors d’un roulement sans glissement. Voir par exemple le quiz 8.18. 
2. En effet, la théorie de la gravitation d’ Einstein n’est pas invariante par redéfinition du zéro d’énergie. 


La valeur de l’énergie du vide devient donc mesurable expérimentalement. Cette énergie est reliée à 
la constante cosmologique À qui a été mise en évidence en 1998 par des équipes américaines. Cette 
constante correspondant à une énergie volumique moyenne dans le vide d’environ 4keV.cm” *. Cette 
valeur est infiniment faible devant ce à quoi on s’attendait naïvement à partir de notre cadre théorique 
basé sur la théorie quantique des champs, ce qui constitue le problème de la constante cosmologique. 
Steven Weinberg, un physicien américain prix nobel de physique, a dit qu’il s’agissait de la plus grande 
erreur dans un calcul d’ordre de grandeur en physique. 
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particules n’interagissent pas en dehors du temps, supposé très court, de la collision. 
Autrement dit, les particules ne sont pas soumises à des forces extérieures, l’énergie 
potentielle est donc nulle. En conséquence, l’énergie mécanique se résume à l’énergie 
cinétique. Lors d’un choc, la quantité de mouvement totale est toujours conservée, 
mais l’énergie mécanique peut ne pas l’être, si les particules ne sont pas ponctuelles et 
possèdent ainsi une énergie interne (voir la définition plus loin dans la section 4 de ce 
chapitre). 


Définition 9.3 SE seenes neeeneneeneneneneneneneneneneneneneneneneneneneente, 
CES Choc élastique/inélastique +: 


Si l’énergie cinétique se conserve lors d’un choc, on dit que ce choc est élastique. 


: Dans le cas contraire, il est dit inélastique!. 


Collision versus choc 


Le terme de collision est parfois considéré comme de portée plus générale 
que celui de choc. En effet, lors d'une collision, il n'y a pas nécessairement 
contact entre les particules, si celles-ci interagissent via une interaction de courte 
portée’. Ici, on ne fera pas de différence entre collision et choc. 


Quiz 9.8 


On considère le choc d'une balle de masse m = 2 kg sur un mur, tel que représenté 
ci-dessous. La vitesse initiale avant le choc est de 10m.s !, et la vitesse après le 
choc est de 5m.s !. On suppose par ailleurs que la force F(t) exercée par le mur 
sur la balle, durant le choc, a la dépendance temporelle représentée sur la figure 
ci-dessous. 


mur 


t (ms) 





DALOMTIS 20 





1. Quand la collision est inélastique, l’énergie fuit vers l’énergie interne ou vers l’environnement 
extérieur, elle n’est pas perdue. Souvent, l’énergie passe sous forme thermique (élévation de la 
température). 

2. Dans ce cas, on parle plutôt de diffusion d’une particule dans le champ de force créé par l’autre 
particule. 


180 


© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit. 


ED Collisions (ou chocs) 


Que vaut la force maximale F,,.,, exercée par le mur sur la balle ? 


1. 3N 4. 500N 7. 3kN 
2. 15N 5. 1kN 8. 10kN 
3. 30N 6. 1,5kN OQEGIN] 


3.1 Collision 1D (choc frontal) élastique 


On commence par étudier le cas d’une collision élastique entre deux particules dans la 
configuration projectile-cible, se déroulant le long d’un seul axe (Ox). On considère 
donc une particule de masse m: (le projectile) se déplaçant à la vitesse initiale D; = 
U1 à E (avec v1; > 0), et entrant en collision avec une particule de masse m, (la cible) 
qui est au repos, U2, — 0.On s'intéresse au calcul des vitesses v1.; = Di,f ez et U2,; = 
Do,f €; des deux particules après la collision. Les coordonnées 7: ; et 7: ; sont notées 
avec une barre pour rappeler qu’il s’agit d’une grandeur algébrique (pouvant être positive 
ou négative, selon que le vecteur vitesse soit dans le sens de €} ou dans le sens opposé). 


Il est possible de résoudre ce problème en exploitant les quantités conservées lors 
du choc, sans avoir à décrire ce qu’il se passe précisément lors du choc!. Il y a deux 
quantités conservées dans notre problème : la quantité de mouvement totale du système 
{m1 + mo} et l'énergie cinétique de ce système (car la collision est supposée élas- 
tique). Les quantités conservées fournissent donc deux équations, qui nous permettront 
de déterminer nos deux inconnues, 


mat +0 = mauif + Mot} (9.20) 
1 1 1 
EL UITE +0 = LUN L 0 (9.21) 


L’équation vectorielle (9.20) se ramène à une équation scalaire, Mavi,; = Mai, f + 
Mi102,, Qui permet d'exprimer par exemple 7, en fonction de 7, et v/ (et des 
masses). En ré-injectant cette expression de v: ; dans l’équation (9.21), on aboutit après 
quelques simplifications à une équation d’ordre deux sur v:,r, 


(mi + mo) = 2Ma V1 01, f + (mi = Me )U1 à = 0 


Le discriminant de ce polynôme vaut À = 4mñv? ;. Ainsi, les racines s’écrivent 





a M LE Mo 
V1,f — RÉ V1 i A Up cs . Vila (9.22) 
où on a utilisé (9.20) pour trouver v2 ;. La solution qui correspond physiquement à une 
collision est celle avec le signe — pour d:,F (et donc + pour v2, ;). En effet, l’autre signe 


fournit la solution 1,f — V1: et U2,$ — Ü, qui représente physiquement le cas où les 





1. Cette approche de type bilan est très utilisée en physique et fait partie de la trousse à outil du 
physicien. 
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deux particules n’entrent pas en collision et se croisent sans se voir. Ainsi, à l’issue du 
choc, les vitesses finales s’écrivent finalement 
Mi — Mo 2m: 


Tv = Ù]; et v: = Ù:; 9.23 
1,f Mi FM li 2,f Mi + M 1, ( ) 


On déduit de l’expression précédente que la particule cible de masse m2 possède 


toujours, après le choc, une vitesse dirigée dans le même sens que la vitesse initiale du 
projectile, car vf > 0. Par ailleurs : 


e siM1 > Mo, C'est-à-dire si la cible est plus légère que le projectile, v1,, > 0, et 
donc les deux particules se déplacent dans le même sens après le choc. Dans le cas 
Mi D Mo, On a Vif © Vis et Vo, f © 20 ,;. Autrement dit, la cible sort de la collision 
avec le double de la vitesse du projectile qui, lui, garde une vitesse quasi constante. 
C’est ce qu’il se passe par exemple lors d’un service au tennis. 





e sim: < Ma, alors v;, < 0, ce qui signifie que le projectile doit nécessairement faire 
marche arrière au niveau du choc. Dans le cas où m1 mo, le projectile rebondit sur 
la cible avec la même vitesse, V1 f © —v:;, tandis que la cible reste au repos, v2 ; © 
0. Ainsi, dans la situation M1 << M, le choc est élastique si l’énergie cinétique du 
projectile se conserve. C’est le cas quand on fait rebondir une balle de tennis sur le 
sol. 


e Sim: = M, la particule cible se met en mouvement, tandis que le projectile s’arrête 
après le choc, en communiquant toute sa quantité de mouvement et toute son énergie 
cinétique à la cible. C’est le cas du carreau de la pétanque. 


Quiz 9.9 


Une balle B>, initialement au repos, est percutée par une autre balle B;. Est-il 
possible que la balle B; acquiert une vitesse plus grande que celle initiale de B, ? 


1. oui si Mi > M2 2. oui si m1 < Ma 3. non jamais 


Pendule de Newton 
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Le pendule de Newton repose sur le principe du choc 1D élastique avec m1 = 
ms. La conservation de la quantité de mouvement et de l'énergie, 


mo = m(vitvi+...) et mu? = m(vi+vs+...) 


implique qu'une seule boule seulement peut se 
déplacer (si on en lance une seule initialement), et 
donc nécessairement à l'extrémité du pendule. Si 
on lance deux boules, alors deux boules à l'autre 
extrémité se déplaceront. Etc. 
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| Focus | Cas général du choc 1D 


Dans le cas où la cible de masse m2 possède une vitesse initiale 02} — ©: e}, les 
équations de conservation de la quantité de mouvement et de l'énergie permettent 
encore de déterminer les vitesses finales en fonction des vitesses initiales. On trouve 











que 
Mi — Mo 2M2 
Vi,f _ L;ê V2 i 
Ma + Mo M1 + Mo 
(9.24) 
… 2m: = Ma — Mi 
U2,f — Vii Vi 
Ma + M2 Ma + Mo 








Ces équations permettent de retrouver la situation projectile-cible. 


__ Exercice 9.3 





Démontrer la relation (9.24). Vous pourrez repartir des quantités conservées qui 
fournissent un système de deux équations à deux inconnues, ou bien utiliser un 
changement de référentiel et le résultat (9.23). 











Quiz 9.10 


On lâche en même temps une balle de tennis posée sur un ballon de basket. La 
masse m de la balle de tennis est très faible devant celle, M, du ballon de basket 
(m <& M). On note vw la vitesse du ballon de basket juste avant le rebond. On 
suppose les chocs comme étant élastiques. 

Que vaut la vitesse v’ de la balle de tennis juste 
après le rebond? 

Aide : vous pouvez supposer que le ballon de 
basket rebondit sur le sol avant la balle de tennis. 


1. v/3 3. v 5. 3v 
2. v/2 4. 2v 6. v>uv 


Mesurer x en comptant des chocs! 


Considérons la situation unidimensionnelle dans laquelle une bille de masse M 
vient heurter une autre bille de masse m initialement au repos. La bille de masse 
m est ensuite astreinte à rebondir sur un mur, puis revenir vers la bille de masse 
M, rebondir dessus, revenir sur le mur, etc. En comptant le nombre de rebonds, 
supposés élastiques, qui est effectué par la bille de masse m, on peut mesurer 7 
avec une précision arbitraire | Cette découverte est due au chercheur américain 
G. Galperin!. Prenons un exemple avec m = M. Après le premier choc, la bille m 
va partir vers le mur avec la vitesse initiale w de la bille de masse M, tandis que 
cette dernière va se mettre à l'arrêt. Ensuite, la bille de masse m va rebondir sur 








1. Playing Pool With x (The Number rx From A Billiard Point Of View), G. Galperin (2003). 
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le mur, puis entrer en collision avec la bille de masse M. À la suite de ce choc, la 
bille de masse M repart avec la vitesse v,,, et la bille de masse m s'arrête. || n'y a 
plus de choc. On trouve donc 3 chocs au total, et le chiffre 3 est bien la première 
approximation du chiffre 7. Le tableau ci-dessous donne le nombre N de chocs 


en fonction du rapport M/m. 


M m 


On peut montrer à partir des équations (9.24) 


que N = E(r/M/m), où E(:-) désigne la partie M/m__N 
entière. Ainsi, il est possible de mesurer les déci- 1 3 
males de x en prenant un rapport M/m = 10°". 4 6 
Par exemple, pour M = 100m, N = 31; pour 9 9 
M/m = 10“, on trouve N = 314. Ainsi, n nous no 1è 
donne le nombre de décimales de x que l'on 100 31 
cherche. Si on en cherche 10, il suffit de comp- & me 
ter le nombre de chocs ayant lieu avec un rapport 10000 314 


de masse M/m = 10°°. 


3.2 Collision 2D élastique 


À deux ou trois dimensions, les équations de conservation s’écrivent encore 





; ; ; > 
Mai + Moi = Mili,f + Mo, f 


1 1 1 1 
LL UIVE Te LENS —= LUN cn gm202S 


(9.25) 


Contrairement au cas 1D, ces équations ne permettent pas de déterminer les vitesses 
finales, que l’on soit en 2D ou en 3D. En effet, en 2D il y a 2 + 1 = 3 équations pour 4 


inconnues (2 coordonnées pour chaque vecteur vitesse finale), et en 3D il y a 3 + 1 = 4 


équations pour 6 inconnues (3 coordonnées pour chaque vecteur vitesse finale). Il faut 


donc en revenir à une description détaillée de la collision, ou alors se contenter d’une 


description faisant intervenir une ou deux grandeurs non déterminée. 


| Focus | Choc 2D projectile-cible entre deux particules de 
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même masse 


Lors d'un choc projectile-cible entre deux particules de même masse, à deux dli- 
mensions, on montre que les deux particules doivent repartir à 90° l'une de l'autre. 





En effet, l'équation (9.25) permet d'écrire Di: = D; + V2; et v1,2 L D1,72 + U,2. 


L'astuce consiste maintenant à écrire 





; ; ; ; ; en 
17 = (Ua,$ + Ua,f)? = U1,f” + Un,f* + 21, * U2,f 
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En comparant avec la conservation de l'énergie cinétique, on en déduit que ü.; : 
2; = 0. Ainsi, les particules ressortent à angle droit. Bien que nous ayons dé- 
montré ce résultat, cela ne fixe pas complètement les vecteurs vitesses, car l'angle 
de déviation 0 de la particule 1 ne peut pas être fixé par notre bilan (voir figure 
ci-dessous). 





3.3 Choc mou 


La plupart des collisions dans le monde macroscopique sont inélastiques, de telle sorte 
que la situation élastique vue précédemment est bien souvent une idéalisation. Lors 
d’une collision par des solides réels, une fraction de l’énergie cinétique est perdue!. 


Définition 9.4  SSEEEEEEEEEErEEEEersersereersesers area eesers areas serre ere ee es eee eee EEE ES à 


On dira qu’un choc est totalement mou si l’énergie cinétique finale dans le référentiel 
È de centre de masse, E*, est nulle. 


Quiz 9.11 


On se place dans la situation d'une collision projectile-cible (la cible est initialement 
au repos). Est-il possible que la cible et le projectile ressortent avec la même vitesse 
(et dans le même sens) ? 

1. oui, si le choc est inélastique 

2. oui, même si le choc est élastique, pour un rapport de masse donné 

3. non, jamais 


D’après la définition 9.4, lorsque le choc est parfaitement mou, la vitesse finale des 
deux solides qui ont collisionné doit être nulle dans le référentiel du centre de masse. 
Cela implique que dans tout autre référentiel, la vitesse des deux objets doit être la même, 
TP = U2.: (égale à Ua?) Ainsi, dans un choc parfaitement mou, les solides ressortent 
« collés » après le choc. 

Pour décrire un choc qui ne soit ni parfaitement élastique ni parfaitement mou, on 
introduit un coefficient de restitution e , qui représente physiquement le rapport entre 





1. Comme l'énergie se conserve, cette énergie cinétique est convertie en énergie interne d’un des deux 
solides. 
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les vitesses relatives après le choc et avant le choc, 


vitesse relative après le choc 


e — (9.26) 


vitesse relative avant le choc 





Dans le cas d’une collision 1D, on peut simplement écrire 
Vo, —V 
_ [Par = Purl _— | (9.27) 
Exemple 9.4 Considérons une balle de tennis qui rebondit sur le sol. Si la balle 


arrive sur le sol à la vitesse de 2 m.s_ ! et repart à 1 m.s" !, le coefficient de restitution 
vaut alors e = (1 — 0)/(2 — 0) = 0,5. 


Coefficient de restitution 
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Le coefficient de restitution e a été introduit initialement par Newton dès 1687. 
Ce coefficient prend habituellement des valeurs comprises entre 0 et 1!. Une 
valeur proche de 1 signifie que la collision est presque élastique. Le cas e = 0 
correspond à un choc parfaitement inélastique. Ces coefficients de restitution 
sont aujourd'hui tabulés pour différents types de matériaux. Par exemple, eaia © 
0,1, Cverre-verre 0,7, Cacier-acier — 0,6 F 0,9. 


Le coefficient de restitution n’est pas égal à la fraction d’énergie cinétique perdue, 
mais y est relié (voir l’équation (9.29)). Dans le cas de la collision d’un projectile de 
masse M sur une cible de masse M > m (donc l’objet de masse M ne changera pas de 
vitesse lors du choc), on préfère souvent avoir un coefficient directement relié à la perte 
d’énergie cinétique, et donc on définit un coefficient de perte 1 tel que? 


__ E.faprès le choc] (0.28) 





__ E, [avant le choc] 


où E, représente l’énergie cinétique du projectile. 


Exemple 9.5 Prenons l’exemple d’une collision 1D parfaitement inélastique (ou 
choc parfaitement mou), c’est-à-dire pour Je la vitesse relative des particules 





déf 
après le choc est nulle. Dans ce cas, D: ; = V2; — Tv} et cette vitesse finale s’écrit 
comme le barycentre des vitesses initiales. En effet, 
Mai i + Mo: 
mi: + Mo 


MU ,i + Ma i —= Mir + Moy = Up 








1. En fait, des coefficients plus grand que 1 sont possibles si de l’énergie est apportée au moment du 


choc, afin d'augmenter l’énergie cinétique. On parle alors de collision super-élastique. 
2. Le coefficient de perte est une grandeur qui dépend du référentiel, contrairement au coefficient de 


restitution. 
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Le coefficient de perte y peut se calculer en partant de E, ; = HE, ;, 


1 (MAD, + M0 i)? 





H — 2 2 
(ma + m2) M0, + M0 


On remarque sur l’expression précédente que dans le référentiel du centre de masse, 
M101 , +M203 ; = 0, et donc le coefficient de perte est nul (tout comme le coefficient 
de restitution €). 


Relation entre coefficient de restitution et 


coefficient de perte 


Le résultat de l'exemple précédent nous invite à penser qu'il y a une relation de 
proportionalité entre le coefficient de perte calculé dans le référentiel du centre 
de masse, et le coefficient de restitution. En effet, dans le référentiel du centre 





de masse, 
[n) (ma (Di)? 7 mo(0s ;)°) = ma(0,;)? + ma(0s,;)° 
MaVr 3 + MoU2, = Mai r + Moov = 0 
En remplaçant mavï, = —movi, et mavi,; = —mAv; , dans la première 
équation, on trouve facilement que 
D x 
es ee (9.29) 








LS 
Vo 


j% 


Cette relation n'est valable que pour un coefficient de perte 1 calculé dans le 
référentiel du centre de masse. 


Quiz 9.12 


Un objet de masse m, entre en collision avec un objet de masse m2. La collision 
est élastique si la vitesse de la masse m: après le choc est égale, en norme, à celle 
avant le choc. Cette affirmation est : 


1. vraie dans la limite m: € mo 3. toujours vraie 
2. vraie dans la limite m, > mo 4. aucune des réponses précédentes 


__Exercice 9.4 





On considère une balle de tennis que l’on lâche sans vitesse initiale d’une hauteur 
Ro. La balle rebondit plusieurs fois sur le sol. On suppose que lors du choc avec le 
sol, une fraction y < 1 de l’énergie mécanique est perdue par la balle. On néglige les 
frottements dus à l’air durant les phases de chute libre. Calculer la hauteur h,, du n- 
ième rebond de la balle, ainsi que le temps total T mis par l’ensemble des rebonds!. 














1. Ce temps est fini même si le nombre de rebonds est infini ! On rejoint ici le « paradoxe » de Zénon 
cité en introduction de la partie II. 
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3 Un pas vers la thermodynamique : énergie 
interne ÙÜ 





Lorsqu’on étudie un ensemble de particules en interaction, de l’énergie peut être stockée 
dans les degrés de liberté internes de celui-ci. Il s’agit d’une part de l’énergie cinétique 
microscopique, qui est non nulle à cause de l’agitation des particules même si glo- 
balement le système n’a pas de mouvement d'ensemble. Cette contribution d’énergie 
cinétique représente l'énergie cinétique dans le référentiel du centre de masse. La se- 
conde contribution est donnée par l’ensemble des énergies potentielles microscopiques 
provenant des forces intérieures du système. Pour tenir compte de ces contributions, on 
définit une fonction U, appelée énergie interne. Le théorème de l’énergie mécanique 
s'écrit, en tenant compte de cette forme d’énergie, 


AU + AEn = D Wextno (9.30) 


Cette nouvelle équation donnera forme au premier principe de la thermodynamique!. 


Quiz 9.13 


Vous roulez en voiture. À un moment, vous décidez d'accélérer et votre vitesse 
augmente. On suppose que vos roues roulent sans glisser sur la route. Est-ce que 
la force de frottement exercée par le sol sur les roues de la voiture travaille ? 


1. oui 2. non 


PAUSE RÉFLEXIVE 


Après avoir répondu au quiz ci-dessus, justifier d'où provient l'augmentation de 
l'énergie cinétique de la voiture. 





Quiz 9.14 

Vous êtes toujours en voiture en déplacement à une certaine vitesse. Vous décidez 
de freiner jusqu'à l'arrêt. Où est passé l'énergie cinétique ? 

1. dans l'énergie interne de la route 

2. dans l'énergie interne des pneus 


3. une partie dans l'énergie interne de la route et une autre dans l'énergie interne 
des pneus 


4. dans une forme d'énergie potentielle 





1. Plus précisément, il faudra rajouter encore un autre terme dans le membre de droite, que l’on appelle 
le transfert thermique Q (anciennement appelé chaleur), et qui est un mode de transfert d’énergie qui 
a des propriétés différentes du travail d’une force. 
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O Étude qualitative des mouvements et des 
équilibres - 1D 





On s'intéresse dans cette partie au mouvement d’une particule (ou d’un système), mo- 
délisée comme un point matériel M, se déplaçant selon un seul axe, que l’on note (Ox). 
Le point M a comme coordonnée x selon cet axe. Le système est supposé soumis à 
un ensemble de forces conservatives auxquelles est associée une énergie potentielle 
E, (æ)'. Dans la section 6 de ce chapitre, nous généraliserons au cas 3D, lorsque l’éner- 
gie potentielle dépend des trois coordonnées de l’espace (M{x, y, z) où M(p,, 2) ou 
Mr, 0, )), et donc lorsque la force possède trois composantes dépendant chacune de 
ces trois coordonnées. 


Ce que l’on va voir dans cette partie, c’est que l’on peut donner beaucoup de sens 
à la forme de l’énergie potentielle. Par exemple, on pourra déterminer dans quel sens 
doit se déplacer la particule, trouver les positions d’équilibre, déterminer si elles sont 
stables ou instables, savoir si la particule va rester liée (c’est-à-dire que son mouvement 
sera borné), ou bien si elle partira à l’infini, etc. En résumé, la forme de l’énergie poten- 
tielle E, (x) permet d'obtenir de précieuses informations qualitatives qui doivent le plus 
souvent être analysées avant de se lancer dans une analyse quantitative de l’évolution 
temporelle du système considéré. 


5.1 Position du problème sur un exemple 


On considère comme exemple d’illustration une particule se déplaçant sous l’influence 
d’une force dérivant de l’énergie potentielle E, (x) représentée sur la figure 9.2. On va 
tirer un certain nombre de propriétés de la forme de cette courbe et du fait que l’énergie 
mécanique doit se conserver en l’absence de forces non conservatives. 


Commençons par remarquer que l’énergie cinétique est positive, donc 
E=E, -E, 20 —= E,<E»% (9.31) 


Aüinsi, les seules positions accessibles à la particule sont celles pour lesquelles l’énergie 
potentielle est inférieure à l’énergie mécanique, E,(x) < E,,. En particulier, pour une 
position x, telle que E, (10) = E,,, la vitesse s’annule nécessairement en ce point (car 
Ec(xo) = 0). 

Il est possible de lire graphiquement la vitesse. En effet, on obtient immédiatement 
que 








= 20 - PE 50) co 


m 





1. Les résultats de cette partie se généralisent facilement au cas où le mouvement ne possède qu’un 
seul degré de liberté et que l’énergie potentielle dépend d’une variable angulaire 6. 
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F2 





LD 





Figure 9.2 - Exemple de courbe d'énergie potentielle. L'énergie mécanique est 
constante, et est représentée par une droite horizontale en pointillé, pour différentes 
valeurs. Selon la valeur de E» par rapport à la courbe E, (x), la nature du mouvement 

sera différente. 


Aüinsi, la vitesse sera d’autant plus grande que l’écart entre l’énergie mécanique (qui 
est une constante) et l’énergie potentielle sera grand. On retrouve le fait que la vitesse 
est nulle lorsque E,(x) = E,,. Par ailleurs, cette vitesse est maximale lorsque E,, est 
minimum. 


Quiz 9.15 

À quelle(s) condition(s) la vitesse s'annule-t-elle nécessairement ? 
1. à un minimum de l'énergie potentielle GS 

2. à un maximum de l'énergie potentielle 4. siE =E, 


Pétition 2.5 : 

: État libre, état lié É 
On parle d’état lié lorsque le mouvement de la particule est astreint à rester borné. 
Si au contraire la particule peut s’ échapper à l’infini, on parlera d’état libre (appelé 

À aussi état de diffusion!). 


Exemple 9.6 Supposons que la position initiale de la particule soit telle que x < 
Te, Où TE est la position du point E sur la figure 9.2. Si l’énergie mécanique est 
inférieure à E,,3, la particule restera piégée entre deux bornes et sera donc dans un 
état lié. Par exemple, si E — E,,2, les propriétés précédentes imposent que la 
particule reste localisée entre B et D. On montrera un peu plus loin que la particule 
va en fait osciller entre ces deux bornes B et D. Si, au contraire, l’énergie mécanique 
est supérieure à E,,3, la particule s’échappera du puits de potentiel autour de C et 
rejoindra l'infini (x — oo). 





1. Car si la particule vient de l’infini, elle « rebondira » sur le potentiel et repartira à l’infini. 
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Quiz 9.16 


Considérons un système soumis à l'énergie potentielle de la figure 9.2. L'éner- 
gie mécanique du système est supposée positive et inférieure strictement à E,,3. 
Quelle proposition est vraie ? 


1. le mouvement est nécessairement borné 3. la particule peut être à l'équilibre 


2. le mouvement est nécessairement 4. aucune des réponses 
non borné 


5.2 Lien entre force et énergie potentielle 


Dans la situation 1D étudiée ici, il est possible d’exprimer explicitement la force en 
fonction de l’énergie potentielle. En effet, 


GW=F-d=F.dre = F(x)dr = dE, (9.33) 
On en déduit que 
dE 
F = -— .34 
2) de (9.34) 


Cette relation nous permet de retrouver les expressions des énergies potentielles trou- 
vées dans la section 1 de ce chapitre. De façon plus intéressante, cette relation nous 
permet de déterminer le sens de la force en fonction de la forme de l’énergie potentielle : 


— si l’énergie potentielle croft (décroft) avec x, la force est dirigée vers les x décroissants 
(croissants) ; 


— si l'énergie potentielle est extremum en un point de coordonnée x, alors la force est 
nulle en ce point. On est alors sur une position d'équilibre. 





6 
= 








TX 
> 


Sd 


Figure 9.3 - Les forces peuvent se lire graphiquement comme l'opposé de la pente de 
la courbe E,(x). Le sens de ces forces est représenté par les flèches en noir. À et C 
représentent des positions d'équilibre stable, tandis que B est une position d'équilibre 
instable. On constate que les forces pointent vers une position d'équilibre stable et 
s'éloignent d'une position d'équilibre instable. 
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| Focus | Évolution qualitative d'un système 
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En conclusion, un système évolue en se déplaçant sous l'effet de forces dirigées vers 
les minima de l'énergie potentielle. Il est ainsi très simple de déterminer qualitative- 
ment le mouvement d'une particule si on connaît la forme de l'énergie potentielle 
à laquelle elle est soumise. 1l suffit finalement de raisonner comme si la courbe 
d'énergie potentielle représentait un profil d'altitude (des creux et des bosses) et 
qu'on lâchait dans ce profil une bille soumise à son poids. Bien sûr, il s'agit d'une 
situation analogue, l'énergie potentielle n'est pas nécessairement une énergie po- 
tentielle de pesanteur, et la particule se déplace ici selon un seul axe (et non pas à 
deux dimensions comme dans l'analogie avec la bille qui roule sur des creux et des 
bosses). 


Quiz 9.17 

Dans la courbe de la figure 9.3, quelle situation est possible ? 
1. la particule se déplace de À vers B en étant accélérée 

2. la particule se déplace de A vers B à vitesse constante 

3. la particule se déplace de A vers B en étant décélérée 

4. au moins deux des réponses précédentes 


Quiz 9.18 

Dans la courbe de la figure 9.3, la force au niveau du point B est : 
1. dirigée vers la gauche 3. dirigée vers la droite 
2. nulle 4. infinie 


A . 


Si une force F dérive d’une énergie potentielle E, (x), alors 





(9.35) 





Aïnsi, la force est dirigée dans le sens des énergies potentielles décroissantes, donc 


vers le minimum d’énergie potentielle (voir la figure 9.3). 


Quiz 9.19 


Une particule se déplace sous l'influence d'une force conservative. L'énergie po- 
tentielle E,(x) associée à cette force est représentée ci-dessous. À quel endroit la 
force subie par la particule est-elle la plus grande ? 
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Quiz 9.20 


Une bille de masse m — 1kg pouvant se déplacer sur un axe (Ox) est soumise 
à des forces conservatives dérivant de l'énergie potentielle E,(x) représentée 
ci-dessous. À l'instant initial, la bille est au point À et on lui communique une 
vitesse v) — 3m.s ! dans le sens des x décroissants (Vers la gauche sur la figure 
ci-dessous). 


Quel sera le comportement futur de la 

bille ? 

1. la bille fait demi-tour et finit par s'ar- 
rêter au point À 

2. la bille rejoint l'origine O 

3. la bille fait demi-tour et s'arrête au 
niveau du point B 

4. la bille fait demi-tour et sa position 
tend vers l'infini (x — ) ‘ 

5. la bille oscille perpétuellement autour 
du point À 





5.3 Position d'équilibre 


Un système est dans une position d’équilibre si la somme des forces extérieures est nulle. 


D’après l’équation (9.35), cela implique que l’énergie potentielle doit être extrêémale. 


: Une position d'équilibre ze4 est telle que l’énergie potentielle soit extrêmale, 





(9.36) 





D . 
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Définition 9.6 ER nrnnenennenennenseeenennses sensenenseneeneenneneneneneneneneneneneneneneneneenennneneenee, : 
CES Equilibre stable et instable +: 


Un système est dans une position d’équilibre stable si, à la suite d’une petite pertur- 
: bation qui l’en éloigne, les forces agissent toujours pour le ramener vers la position 
: d’équilibre. Dans le cas contraire, la position d’équilibre est dite instable. 


Il est facile de déterminer graphiquement si une position d’équilibre est stable 
ou instable. En effet, il suffit de considérer la direction de la force quand on écarte 
le système de sa position d’équilibre. Si la position d'équilibre x — x corres- 
pond à un minimum de l'énergie potentielle, alors la force F tend à ramener la 
système vers Zeg, que l’on s’écarte à gauche ou à droite de x. Ce résultat se 
voit graphiquement, en se rappelant que la dérivée d’une fonction se lit comme la 
pente de la tangente. Donc par exemple, si x > x, la pente est positive donc 
la force est négative (dirigée selon —€}) et finalement on est ramené vers la posi- 
tion d'équilibre x. De même, si x < x, la pente est négative, donc la force 
est dirigée selon Le et on est encore ramené vers la position d’équilibre. L’équi- 
libre est stable. Si au contraire l’énergie potentielle est maximale, l’équilibre sera 
instable. Si on se déplace un peu à droite de +4, la force est dirigée vers la droite, 
ce qui accentue le déplacement vers la droite, on quitte donc rapidement la position 
d'équilibre. 


PR A RU k 


On tire de la discussion précédente qu’une position d’équilibre d’un système est : 
2 2 


> 0 et instable si 








stable si 
dx? 





| Focus | Position d'équilibre et frottement 


En l'absence de frottement, un système ne s'arrête pas au niveau de sa posi- 
tion d'équilibre, mais ne fait qu'y passer. Ce sont les frottements, inévitables le 
plus souvent, qui font qu'un système finit par se retrouver au minimum de son 
énergie potentielle. En effet, les frottements sont tels que . < 0; ainsi, l'éner- 
gie mécanique diminue, jusqu'à atteindre un minimum de l'énergie potentielle, 
c'est-à-dire E, — 0, auquel cas la vitesse s'annule. Ainsi, l'état final, en présence 
de frottement, est une position immobile au niveau d'un minimum de l'énergie 


potentielle!. 





1. S’il y a plusieurs minima, le système ne va pas nécessairement se retrouver dans le minimum le plus 
profond, ni d’ailleurs dans celui le plus proche de la position initiale, cela dépendra de la dynamique 
du système. 
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Quiz 9.21 


La figure ci-dessous représente la courbe d'énergie potentielle E, (x). Quelles sont 
les positions d'équilibre stable ? 


. AetG 
AC 

. Det G 

. A,B,FetH 
. À, C,E,G,I 
. seulement G 
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5.4 Petites oscillations autour d'un équilibre 


Au niveau d’une position d’équilibre, l’énergie potentielle possède une dérivée qui 
s’annule. Au voisinage de cette position d’équilibre, il est donc possible de faire un dé- 
veloppement de Taylor de l’énergie potentielle pour en avoir une expression approchée 
valable quand x — ty & Teg. Ce développement s'écrit! 


(x — x)? d’E, 
2 dx? 





Efa)=REIeE +... (9.37) 





T=Teq 
Le terme linéaire en (x — Ze4) 2 
x= 
libre. Le résultat (9.37) nous permet d’établir l’un des résultats les plus puissants de la 
physique, à savoir que tout système, au voisinage d’une position d’équilibre stable, se 
comporte comme un oscillateur harmonique. En effet, la constante E, (x) ne joue au- 
cun rôle, comme nous l’avons déjà vu (seules les différences d’énergies jouent un rôle). 
Aünsi, l’expression (9.37) n’est autre que l’énergie potentielle élastique d’un ressort de 
raideur effective key tel que 





s’annule car ze est une position d’équi- 
Le 


dE, 


ke = 
. dx? 





> 0 (9.38) 





L—=Teq 


Aüinsi, au voisinage d’une position d’équilibre stable, le système se comporte comme 
un ressort effectif de raideur kr. En conséquence, le système oscille autour de la position 
d’équilibre à la pulsation wo — 1/kr/m, comme on le verra dans la partie V. 





1. Ce développement à l’ordre 2 correspond physiquement à approximer la courbe d’énergie poten- 
tielle, au voisinage d’une position d’équilibre, comme une parabole. C’est toujours possible (en dehors 
des cas pathologiques mathématiques, qui n’existent pas en physique, ou encore si la dérivée seconde 
s’annule, auquel cas il faut pousser le développement à des ordres supérieurs). 
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Rôle des oscillateurs harmoniques en physique 


Les oscillateurs harmoniques jouent un rôle fondamental en physique. Ils sont 
partout, en premier lieu en raison de la propriété énoncée plus haut sur le 
comportement d'un système au voisinage d'une position d'équilibre. Mais c'est 
encore plus profond. En particulier, tout système d'oscillateurs couplés se com- 
porte encore (si le couplage est linéaire), comme un ensemble d'oscillateurs 
indépendants (appelés modes propres). Enfin, l'oscillateur harmonique quan- 
tique est à la base de la construction de l'ensemble de la théorie des champs. 
Dans le cadre de cette théorie, toute particule physique est en fait une excitation 
d'un bain infini d'oscillateurs harmoniques quantiques. 


The career of à young theoretical physicist consists of treating the harmonic 
oscillator in ever-increasing levels of abstraction. 


Sidney Coleman 


Dilatation thermique 


Lorsqu'un corps est chauffé, il se dilate. Cela provient du fait que la distance 
moyenne entre deux atomes augmente avec la température. Si l'énergie po- 
tentielle d'interaction entre deux atomes était parfaitement harmonique, alors 
l'augmentation de l'énergie mécanique (par l'ajout d'une énergie thermique 
ke T) ne devrait pas provoquer de changement dans la distance moyenne entre 
deux atomes. En effet, un oscillateur harmonique oscille toujours de façon 
symétrique autour de sa position d'équilibre. Ainsi, l'explication de la dilata- 
tion thermique provient des effets anharmoniques dans l'énergie potentielle 
d'interaction entre deux atomes dans un solide. Cette énergie potentielle est 
représentée schématiquement sur la figure 9.4. On y voit que lorsque l'on 
s'éloigne de la position d'équilibre, l'énergie potentielle est plus évasée pour les 
grandes distances. L'énergie potentielle n'est donc pas symétrique par rapport 
à la position d'équilibre, et ainsi la distance (quadratique) moyenne x entre 
deux atomes augmentera avec la température, c'est-à-dire avec l'énergie totale 
disponible pour l'atome. 


To > TT + T2 > ZT] 











Figure 9.4 — Énergie potentielle d'interaction anharmonique entre deux atomes dans un 
solide. La parabole noire représente l'approximation harmonique autour du minimum. 
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Quiz 9.22 


Lorsque l'on chauffe la plaque métallique ci-dessous, la taille du trou central : 


1. diminue 
2. reste constante 
3. augmente 





O Généralisation au cas 3D 





La relation entre force et énergie potentielle telle que donnée par l’expression (9.35) 
se généralise dans le cas où l’énergie potentielle est une fonction E, (x, y, z) des trois 
coordonnées de la particule ou du point matériel représentant le système étudié. La 
relation que nous allons établir permettra également de définir de façon locale la notion 
de force conservative, ce qui constituera donc notre troisième définition d’une force 
conservative. Avant cela, il faut faire un petit détour vers une notion mathématique 
nouvelle, le gradient. 


6.1 Opérateur gradient 


: Soit une fonction f(x,y,z) dépendant de trois variables æ,y,z. On définit le 
: gradient de f tel que 








(9.39) | 





È où si désigne la dérivée partielle de f par rapport à x (de même pour y et 2). 

Le gradient est une opération mathématique qui associe à une fonction scalaire un vec- 
teur (d’où le nom d’opérateur vectoriel). C’est la raison pour laquelle on met une flèche 
sur grad. Cette notion mathématique généralise la notion de dérivée à une fonction de 
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plusieurs variables en capturant l’idée de dérivée directionnelle. En effet, si la fonction 
f varie beaucoup par rapport à x et beaucoup moins par rapport à y et z, le gradient sera 
essentiellement porté par le vecteur e},ce qui indique que c’est dans cette direction que 
la fonction varie le plus. Le sens du vecteur grad f pointera vers une augmentation de 
la fonction f. 

Pour aller plus loin dans la compréhension physique de cet opérateur, remarquons 
que la différentielle d f de la fonction f s’écrit 

of 


CL ar Of 
df = + dy + de (9.40) 


- P nr à D _. _. _. 
En construisant le déplacement élémentaire d£ — dx eZ + dy e{ + dz e;, on constate 
P Y Ey 
que l’on peut exprimer la différentielle en fonction de l’opérateur gradient!, 


df = grad j - d£ (9.41) 


Comme on le verra plus tard, cette expression est plus féconde, pour le physicien, que 
la définition 9.7. 


ES Gradient et ligne de niveau 
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Le gradient d'une fonction f(x, y,z) est un vecteur perpendiculaire aux lignes de 


niveau f(x,y,2) — cte. En effet, sur un déplacement d£ le long d'une ligne de 
niveau, df = 0 et donc 


D=df=gadf: dd + gaif ld (9.42) 


Ainsi, la direction de grad f indique la direction de « plus grande pente ». 


Quiz 9.23 


Quel vecteur représente le mieux le gradient de la fonction altitude A(x, y) au point 
P sur la carte ci-dessous ? 





1. Sur cette expression, on voit que le gradient s’interprète en effet comme une dérivée direction- 
nelle, 


—> df 
grad f «=» + 
dé 


— 
Attention, la notation df /d£ n’est pas rigoureuse, elle est juste là pour appuyer l’idée physique de 
dérivée directionnelle, vous ne devrez jamais l’employer. 
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S=élues 





Aucun de ces vecteurs 


6.2 Relation locale entre force conservative et énergie 


potentielle 
Revenons maintenant à la définition 9.1 de l’énergie potentielle E,,, 
F)=F.& 
ÔW(F)= F :d{ = -dE, (9.43) 
Si l'énergie potentielle Ep(x, y, z) existe, alors sa différentielle dE, (x, y, z) s'écrit 
— 
dés rad E, - d£ (9.44) 


En comparant les expressions (9.43) et (9.44), qui doivent être valables quel que soit le 
déplacement élémentaire d£, on voit que l’on peut prendre comme définition de l’énergie 


potentielle la relation locale 
—> 
F=-gadE, | (0.45) 


L'expression précédente peut être considérée comme la nouvelle définition d’une force 
conservative!. On vérifie aisément que cette définition est équivalente à celles déjà don- 
nées précédemment (cf. définitions 8.5 et 9.1). Par exemple, on tire de l’équation (9.45) 
que la circulation sur un contour fermé est nulle, 


f Fa fair, dif dE, -0 (9.46) 
€ V4 € 








; È LS ; ; PRE ti EE 
1. Pour ceux qui connaissent déjà la notion de rotationnel, notons que grâce à la propriété rot(grad) = 


0 , on peut caractériser de façon analytique si une force est conservative en prenant son rotationnel. Si 
_ _ : De ; : tn 
rotF — 0 ,alors F est une force conservative. La propriété que la circulation doit être nulle sur un 


contour fermé est cependant plus physique. 
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où le rond sur l'intégrale signifie que l’on intègre sur un chemin fermé. On déduit de 
l'équation précédente que le travail de la force ne dépend pas du chemin!. 


| Focus | Vers le minimum de l'énergie potentielle 


D'après l'équation (9.42), la force est perpendiculaire aux lignes d'équi-énergies po- 
tentielles. À cause du signe — dans (9.45), cette force est dirigée vers les valeurs 
décroissantes de l'énergie potentielle. Ainsi, on retrouve qu'à trois dimensions, les 
forces sont toujours dirigées vers le minimum de l'énergie potentielle, selon la ligne 
de plus grande pente. 


Quiz 9.24 
La figure ci-dessous représente des lignes équi-énergies potentielles avec E, 1 < 
E,, <E, 3. 

Quelle est la direction de la force agissant 
sur une particule localisée en M? _ 
FR 

2,0 fe : Le 
5 = 

4.4 E * 
5 

6 


. la force est nulle ie 
. on ne peut pas savoir ss “ 


Quiz 9.25 


La figure ci-dessous représente des lignes équi-énergies potentielles avec E,, 1 < 
E,, <E, 3. 

À quelle position la force est-elle la plus ee Mae 
grande ? Pr CRI OUL 


4 À A B 


EEE EEECEEEEEEEEEEEEE = 
D D PES E, 2 


3. pareil en À et B 
4. on ne peut pas savoir 





1. Convainquez-vous de ce résultat en considérant deux chemins orientés #1 et €2 allant d’un point 
A à un point B, et la circulation sur un chemin fermé correspondant à la réunion de ces deux chemins. 
Faites attention aux signes. 
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O Généralisation au cas 3D 


Gradient en coordonnées cylindriques et sphériques 


La relation (9.39) est une définition mathématique qui est valable lorsque les 
variables de la fonction f sont sans dimension. Si ces variables sont toutes de 
même dimension, comme par exemple les coordonnées dans le système car- 
tésien, on peut utiliser la même expression du gradient. Cependant, lorsque 
l'on utilise des coordonnées qui n'ont pas les mêmes dimensions, par exemple 
les coordonnées sphériques f(r,0,w), le gradient ne s'écrit pas simplement 
(df/8r) e? + (9f/00) e4 + (0 f/8ç) eÿ. En effet, cette expression ne serait pas 
homogène. Pour trouver l'expression de l'opérateur gradient, il faut en reve- 
nir à la caractérisation plus fondamentale (9.41). Par exemple, en coordonnées 
sphériques, 


of 


Ô —+ . — 
af(r,0,) = SE ar + 


dy = grad f - d£ 
VA 





— 
Or, d'après l'équation (5.10), d£ = dr €? + rd0 €; +rsin Ody eg. On en déduit 
finalement l'expression du gradient, 





a CRU ie LOT 
ce) dr is r 08 5 r sin 0 0 de GAP) 


De même, en utilisant le vecteur déplacement élémentaire en coordonnées cy- 
lindriques, équation (5.6), on trouve que le gradient en coordonnées cylindriques 
s'écrit 
a en cie 
rad &) = es + EE À er 
8 f(e,@, ) dp PE eg Î Ôz 


On peut retenir que dans le cas où l'énergie potentielle E, ne dépend que de r 
en coordonnées sphériques, ou que de p en coordonnées cylindriques, la force 
s'écrit simplement 


E E 
F--gads(o--Te , F--mde,(o- 92 





(9.48) 








Une relation qui ressemble beaucoup au cas 1D (9.35). 


Quiz 9.26 


—> 
Que vaut grad r, le gradient de la fonction f(r) = r = OM, distance entre l'origine 
et le point M? 
— 


Aer 3. O0 
2e 4. re + rûe 


__Exercice 9.5 





Reprendre le quiz 9.26 en utilisant cette fois la base cartésienne pour exprimer la 
distance OM. Le résultat est-il différent de votre réponse donnée au quiz 9.26 ? 
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À connaître par cœur 


Ô Définition du travail élémentaire 
d'une force. Le travail s'obtient 
comme une intégrale de ce tra- 
vail élémentaire : 


5W = F4, 
Was =} ôW 
@ Théorème de l'énergie cinétique 


et sa version locale (théorème de 
la puissance cinétique) : 





1 
E, = PLUIE 
AE. D Ec,r-Ei= A Wextif 
dE. 
de S_Pex 
[3] Le théorème de Koenig, équa- 
tion (IV.4). 


@ Énergie potentielle de pesanteur, 
gravitationnelle, élastique : 





Eypes. — Mg2+cte, 
GMm 
E,, grav. |. É ; 
1 2 
E,, élast. ;kAl 


@ Théorème de l'énergie mé- 
canique et sa version locale 
(théorème de la puissance 
mécanique), 


En = Ec+E, 
AEm = Em, — Emi= D Wextne 


dE» 

ETS — ÿ Pext ne 

La dernière expression est la 
plus générale, elle permet de 
retrouver le théorème de l'éner- 
gie cinétique, de la puissance 
cinétique et de l'énergie mé- 
canique. Vous pouvez donc ne 
retenir que cette formule. 

Lien entre force et énergie po- 
tentielle lorsque l'énergie poten- 
tielle E,(x) ne dépend que d'une 
seule variable x : 


Fa--%e 


(7 ] Caractérisation d'une position 


d'équilibre et sa stabilité 








| _o 
dv les 
table si me > 0 
stable si 
dx? | 
T—=Teq 





Relation entre la force et l'énergie 
potentielle dans le cas général, 


= 
F = —-gradE, 


Expression du gradient en coor- 
données cartésiennes (9.40). 
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Les formules à retenir @ 


À savoir retrouver très vite 


O L'énergie potentielle électrosta- ® Savoir redémontrer le TPC à par- 


tique d'une charge q dans un tir de la 2LN. 

champ électrique uniforme E, ® Le gradient en coordonnées 

équation (9.5). sphériques et cylindriques dans 
@ La raideur du ressort effectif au le cas où la fonction ne dépend 

voisinage d'une position d'équi- que de r où p. 


libre stable, équation (9.38). 
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Partie V 





Evolution 
temporelle des 
systèmes 


CD. . 


e Savoir modéliser l'évolution d'un système : obtenir l'équation différentielle d'évolution 
É d'une grandeur à partir 
!  — de la conservation de l'énergie (TPM); 
— des lois de Newton (2LN); 


— d'une hypothèse formulée sous forme d'une phrase (par exemple : l'inflation est de 
2% par an, comment évolue le prix d'une baguette avec le temps). 


: + Déterminer la solution d'une équation différentielle linéaire d'ordre un (EDL1) à coef- 
i ficient constant et second membre constant en utilisant correctement les conditions 
} initiales. 

: + Déterminer la solution d'une équation différentielle linéaire d'ordre 2 (EDL2) sans 
; terme d'amortissement (équation d'oscillateur harmonique), avec coefficient constant 
; et second membre constant, en utilisant correctement les conditions initiales. 


e Savoir reconnaître sans calcul si la solution d'une EDL1 et d'une EDL2 converge ou 
diverge. 

Savoir que la période des oscillations d'un oscillateur harmonique ne dépend pas de 
l'amplitude des oscillations. 


RPLLELLEECEECLECEEEETEECEECCEEC EEE TEE 
L1 


LETELECEECEL EE EE COETELECEE TELE EE ELEL EE ELEC EC EEE E CEE EEE EEE EEE EEE TEECECEECECEPEEEEENCENENENEECEEEEEEENEEETEENENTENEE L 


: Prérequis st es nnse nant an tes ten nresee le tan la tia ges ssce set sntestsi sen ba rates sectes tetenesn ess D anses sue. : 


— Les théorèmes de la dynamique : lois de Newton, théorème de la puissance cinétique. 


DETELETE TETE 


— Connaître les solutions homogènes des équations différentielles d'ordre 1 et 2. 
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— Savoir trouver des solutions particulières dans le cas où le second membre est constant. 
— Connaître la méthode des variables séparables pour résoudre une équation différentielle. 


Chapitre 10. Évolution des systèmes d'ordre 1 
1. Chute en présence de frottement fluide 
2. Phénomènes traités par le même modèle mathématique 
3. Exemples de systèmes non linéaires d'ordre 1 

Chapitre 11. Évolution des systèmes d'ordre 2 sans frottement 
1. Exemple des oscillations d'un ressort 
2. Exemple du pendule simple 


3. Autres exemples de système d'ordre 2 sans frottement 


Les systèmes physiques évoluent dans le temps. Cela signifie qu’une grandeur f don- 
née, caractéristique du système, est une fonction du temps, f — f(t). Cette grandeur 
peut être par exemple la vitesse v(t) d’un objet, mais aussi tout un tas d’autres choses, 
comme par exemple la température T(t), la tension U(f), la position x(t), un nombre 
sans dimension N(t) (comme un nombre de particules), etc. 

Le plus souvent, pour déterminer l’évolution temporelle de cette grandeur f, c’est-à- 
dire trouver la fonction du temps f(t), il faut dans un premier temps établir une équation 
différentielle sur cette grandeur f. Une équation différentielle est une équation qui, de fa- 
çon générale, relie la fonction f à ses dérivées f”, f”’, etc. Par exemple, f’ = ax f,où & 
est une constante, est une équation différentielle. Dans le cas précédent, l’équation n’in- 
voque que la dérivée première de f, on dit que l’équation différentielle est d’ordre un. Par 
ailleurs, on voit qu’elle est linéaire en f et en f”’, c’est donc une équation différentielle 
linéaire d’ordre 1. De façon générale, on peut rencontrer des équations différentielles 
non linéaires et/ou d’ordre plus élevé. 

Ce qui est remarquable mathématiquement, c’est que pour une équation différentielle 
donnée, les solutions mathématiques sont essentiellement uniques (à des constantes 
multiplicatives et/ou additives près). Par exemple, si une grandeur f vérifie f’(t) — 
a f (t), alors nécessairement f(t) sera de la forme f(t) = Ke‘, avec K une constante. 
Autrement dit, on peut déterminer comment une grandeur évolue avec le temps dès Lors 
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Partie V + Évolution temporelle des systèmes 


que l’on a pu déterminer l’équation différentielle satisfaite par cette grandeur. Dans notre 
exemple, il y a une décroissance exponentielle si & < 0 et une croissance exponentielle 
si @ < 0. 


Exemple V.1 Exemples d'équations différentielles non linéaires 
Voici trois exemples d’équations différentielles non linéaires, que l’on peut rencon- 
trer fréquemment en physique. Pour deux d’entres elles, il est possible de trouver 
la solution, soit par un changement de variable asticieux, soit par la méthode des 
variables séparables. 


le f'(t) = af(t)(1 — Bf(t)), avec a et B des constantes. Cette équation différen- 

? telle est non linéaire à cause du terme en — af f(t)?. On étudiera ce modèle dans 
la section 2.3 du chapitre 10 lorsqu'on s’intéressera à un modèle de croissance de 
population. 


le f'(t) = a — Bf(t)?, avec a et B des constantes. Cette équation est différente de 

! celle précédente, on la retrouve dans les problèmes de mécanique impliquant un frot- 
tement de type traînée (c’est-à-dire une force proportionnelle au carré de la vitesse). 
Comme on le verra dans la section 3.1 du chapitre 10, la solution est une tangente 
hyperbolique si B > 0. 


le f'(t) = asin[Bf(#)], avec « et B des constantes. Cette équation est celle d’un 
:  oscillateur anharmonique. Il n’y a pas de solution analytique! 


Dans un problème de mécanique, pour déterminer l’équation différentielle, vous de- 
vrez soit utiliser les lois de Newton (c’est-à-dire essentiellement la deuxième loi de 
Newton), soit utiliser l’approche énergétique (c’est-à-dire le théorème de la puissance 
mécanique). 





1. La solution de cette équation est en fait tabulée et reliée à la fonction amplitude de Jacobi. 
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(@LE Te 1 O : 
Evolution des 


systèmes d'ordre 1 


On étudie dans ce chapitre les systèmes dont une grandeur physique est soumise à une 
équation différentielle linéaire d’ordre 1. On commence par étudier un exemple, afin de 
poser le problème, puis on verra dans quels cas génériques un système sera physique- 
ment piloté par une équation différentielle d’ordre un. On terminera ce chapitre avec 
deux exemples de systèmes non linéaires d’ordre 1. 


@) Chute en présence de frottement fluide 





1.1 Position du problème 


On s'intéresse à un objet de masse m qui tombe verticalement dans un fluide exerçant 
une force de frottement fluide de la forme ri = -k v.Onse rappelle que ce genre de 
situation se produit lors d’un déplacement à basse vitesse dans un fluide visqueux (voir 
section 2.2 du chapitre 6). On positionne l’axe z vers le bas, afin que la coordonnée v, (t) 
du vecteur vitesse soit positive. Enfin, on néglige la poussée d’Archimède, bien que son 
inclusion ne rend pas le problème plus dur à résoudre. 





On va utiliser deux approches pour aboutir à l’équation différentielle, qui permettra 
de déterminer comment évolue la vitesse v.(t) et la position z(t) de l’objet en fonction 
du temps. 


a) Première approche : deuxième loi de Newton 


La deuxième loi de Newton (2LN) appliquée au système S$ — {objet de masse m} 
s'écrit 
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dp dv 
dt dt Hi 
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— 
Ensuite, puisque P = mge et É L KT _ _kiv,€;, la projection de la 2LN 


sur l’axe z permet d’obtenir une équation scalaire 


dv, dv, (t) k: 
æ. — 1 1 
dt m° GS GED 








On est arrivé à une équation différentielle linéaire d’ordre un sur la vitesse v,(t). Le 
second membre n’est pas nul. Cette équation différentielle permettra, comme on va le 
voir, de déterminer l’ensemble de la fonction v, (t). 


b) Deuxième approche : (non-)conservation de l'énergie 


Le théorème de la puissance mécanique (TPM) s’écrit 


dE 
dt = 1% 








Ensuite, puisque l’énergie mécanique s'écrit E,, = E +E, — mu? — Mmgz, on 
obtient! 
dv 
mu, —© — mu, = —kiv? 
d 7 Fe 
En divisant par v,, on aboutit à la même équation différentielle (10.1), à savoir 
dv, (t) k: k: 
—v,(t) = ou dv, ( —V,(t) = 10.2 
ET + Lo, (t) = g O+v.D=g «02 


où on rappelle que le point (par exemple Ÿ,) désigne la dérivée par rapport au temps. 


1.2 Résolution du problème 


Sur l’équation (10.2), on déduit en utilisant l’analyse dimensionnelle que [k:/m] — 
T1. Ainsi, il est habile de définir un temps caractéristique 7 tel que 





1 der k 
LÉ (10.3) 
T M 
de telle sorte que l’équation différentielle s’écrive? 
(Lt 
LOUE, | 4 (10.4) 
T 





1. Attention, puisque l’axe des z est vers le bas, l’énergie potentielle s’écrit —-mgz et non pas +mgz, 


voir l’exemple de la section 1.1 du chapitre 9. 
2. Pour bien se rappeler que l’on cherche une fonction du temps, et non pas seulement un nombre, 


nous garderons autant que possible la notation explicite v, (t). 
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Chute en présence de frottement fluide 


Le temps caractéristique 7 — m/k: doit physiquement définir l'échelle de temps 
typique sur laquelle se produit la dynamique du système, car c'est la seule échelle 
apparaissant dans l'équation différentielle. 


a) Calcul de la vitesse en fonction du temps 


Pour résoudre l’équation différentielle (10.4), on peut effectuer un changement de va- 
riable, afin d’éliminer le second membre!. On pose w(t) = v,(t) — gT, de telle sorte 
que 
w(É 
w(t) + 2e) = 0 (10.5) 
T 
car Ÿ, — w. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, homogène (sans 
second membre), à coefficient constant. La solution est donnée par 


t 
w(t) = Kexp (-°) (10.6) 
(a 
où K est une constante. En revenant à la vitesse v,(t), on obtient finalement 
t 
v,(t) = Kexp (-°) + 9T (10.7) 
T 


La dernière étape dans la résolution du problème consiste à déterminer la constante K 
grâce aux conditions initiales. Puisque l’équation différentielle est d’ordre 1, il nous faut 
une seule condition initiale pour déterminer l’unique constante K. Considérons dans un 
premier temps, pour faire simple, que l’objet soit lâché sans vitesse initiale, c’est-à-dire 
v,(t = 0) = 0. L’équation (10.7) nous permet alors de trouver K, 








K exp(0) +gr = 0 K = —gT 
ni — 


=] 
On obtient finalement 


mg 


FA (10.8) 


t 
= Cn l — EXP (-‘)] AVEC  Vim = JT = 
T 
La figure 10.1 fournit une représentation graphique de la fonction v. (t). On y voit que 
la vitesse croît rapidement au début, puis tend vers une vitesse limite vi (une asymptote 
horizontale) au bout d’un temps t valant quelques fois le temps caractéristique 7. On 
donne ci-dessous? la fraction de la vitesse limite atteinte en fonction du rapport t/T, 





1. Cette astuce consiste simplement à absorber la solution particulière de l’équation différen- 
tielle (10.4), U:,pat. = 9T. 

2. Vous pouvez retrouver ces nombres grâce à l’équation (10.8). Ainsi, par exemple, 1 — exp(—1) 
= 0,63. 
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/ . . . ! a . 
v,(t) régime transitoire ! rêgime permanent 


< >< 2 





VUlim — JT 


63% Vlim 





T 27 3T AT 5T 


Figure 10.1 — Évolution de la vitesse de chute d'un objet dans un fluide visqueux. 


| Focus | Régime transitoire versus régime permanent 


Physiquement, on dit qu'il y a d'abord un régime transitoire pour t < 7, puis 


convergence vers un régime permanent lorsque t > r. 


— Au début du régime transitoire, lorsque t & 7, la vitesse évolue linéairement avec 
le temps. En effet, exp(—t/7) = 1 —t/r et donc w,(t) = gt. On retrouve au début 
la situation d'une chute libre sans frottement (mouvement uniformément accéléré), 


ce qui n'est pas étonnant puisque les frottements sont nuls au départ. 


— Dans le régime permanent, la vitesse est constante, v.(t) = wi. On retien- 
dra qu'au bout de 57, on peut considérer que ce régime permanent est atteint 


(puisqu'on est déjà à 99% du régime permanent). 


__ Exercice 10.1 





Calculer l’accélération initiale (pour { = 0), puis celle dans la limite { — co. 











Quiz 10.1 
Une bille en acier tombe dans un fluide visqueux. Si la bille est lâchée dans un 
fluide plus visqueux, alors son accélération initiale sera : 


1. plus petite 2. la même 3. plus grande 
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O Chute en présence de frottement fluide 


| Focus | Viscosimètre 


Le temps caractéristique 7 — m/k: sera d'autant plus court que le coefficient k: 
sera grand (et donc que la viscosité sera grande), ou que la masse sera petite. Cela 
semble physiquement raisonnable, car plus la force de frottement est grande, ou 
plus l'inertie est petite, plus vite le régime permanent sera atteint. La mesure expé- 
rimentale de ce temps caractéristique permet de remonter à la valeur de k:, et donc 
à la viscosité n du fluide (puisque k; = 6Tnr pour un objet sphérique de rayon r). 
C'est le principe des viscosimètres à chute de bille. 


| Fous | Lecture graphique du temps caractéristique 7 


l'est facile de lire graphiquement la valeur du temps caractéristique Tr. On montre fa- 
cilement qu'il s'agit de l'abscisse du point d'intersection entre la pente à l'origine et 
l'asymptote horizontale (voir figure 10.1). En effet, l'équation de la pente à l'origine 
est y(t) = gt (car d.(0) — g), donc l'intersection avec la droite d'équation y = gr se 
fait précisément pour t = 7. 


Quiz 10.2 


Une bille en acier tombe dans un fluide visqueux. Si la bille est lâchée dans un 
fluide plus visqueux, quelle(s) grandeur(s) change(nt) ? 


1. le temps caractéristique pour atteindre l'équilibre et la vitesse limite 
2. la vitesse limite seulement 
3. le temps caractéristique pour atteindre l'équilibre seulement 


Quiz 10.3 

Une bille en acier tombe dans un milieu fluide. On néglige la poussée d'Archimède. 
Lorsque la bille atteint sa vitesse de chute limite, m 

le poids est : 

1. plus petit que la force de frottement 


2. égal à la force de frottement = 
3. plus grand que la force de frottement 


Quiz 10.4 


Reprendre le quiz 10.3 en tenant compte cette fois de la poussée d'Archimède. 
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Exemple 10.1 Prenons l’exemple d’une condition initiale non nulle sur la vitesse, 
D (t = 0) = vez (vo pouvant être positif ou négatif). 








D (t= 0) = vie} > gT+K=v% K = vo — gT 
Et donc 
t 
v,(t) = (vo—gT) exp (-<)+or 


Cette fonction est tracée ci- 
contre pour diverses valeurs 

de vo. On peut aussi écrire la  Vlim 
relation précédente comme 


t 
V,(t)—Viim = (Vo —Viim) EXP (-2) 


Ainsi, l’écart de vitesse par 
rapport à la vitesse limite, 
U;(t) — Viim, tend vers zéro 
comme une exponentielle dé- 





croissante. 


__Exercice 10.2 





Refaire le calcul de v,(t) avec une condition initiale quelconque si on met cette fois 
l'axe des z vers le haut. 








Quiz 10.5 


Une bille en acier tombe dans un milieu fluide. On néglige la poussée d'Archimède. 
Comment évolue la vitesse limite v:, en fonction de la vitesse initiale ? 

1. vi, augmente si la vitesse initiale est vers le bas 

2. Vi augmente si la vitesse initiale est vers le haut 

3. vx, augmente si la vitesse initiale augmente 

4. vin ne dépend pas de la vitesse initiale 


Quiz 10.6 


Une bille en acier tombe dans un milieu fluide. On s'intéresse au temps que met la 
bille pour atteindre 95 % de sa vitesse limite. 


1. ce temps dépend de la vitesse initiale 
2. ce temps ne dépend pas de la vitesse initiale 
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Chute en présence de frottement fluide 


Quiz 10.7 


Une bille en acier tombe dans un milieu fluide. On s'intéresse au temps que met la 
bille pour que la différence entre la vitesse et la vitesse limite soit égale à 5 % de 
cette différence à l'instant initial. 


1. ce temps dépend de la vitesse initiale 
2. ce temps ne dépend pas de la vitesse initiale 


b) Calcul de la position en fonction du temps 


La position z(t) peut être obtenue en intégrant la vitesse v.(t) (équation (10.8)), 


a ne) 


En intégrant, on en déduit z(t) de 
t 

2(t) = 20+9T t+9T° lexp ee _ 1 DT 
T 


Lorsque t > T, zft) — 20 + 
gT(t — T), c’est-à-dire une évolu- 
tion linéaire de la position (vitesse 
constante égale à Wim — 9T). La fi- 
gure ci-contre représente la fonction 


z(t). 


__Exercice 10.3 











Calculer z(t) dans le cas d’une condition initiale générale, v,(t = 0) = vo. 








1.3 Cas général 


Lorsque vous rencontrez une équation différentielle, il faut commencer par l’écrire sous 
sa forme canonique. Dans cette forme, le membre de gauche ne contient que la fonction 
et ses dérivées et le coefficient devant le terme de plus haute dérivée doit être égal à un. 
Ensuite, il est commode d’introduire des paramètres dimensionnés pertinents qui sim- 
plifient l'écriture. Par exemple, dans le cas d’une équation différentielle linéaire d’ordre 
1 (DL!) sur une fonction f(t), la forme canonique est la suivante 


dd 


+2 ICO = 6) 0.9) 


où 7 est une constante dimensionnée à un temps ([r] = L). Le second membre @(t) peut 
éventuellement être une fonction du temps. On parle alors de régime forcé. La solution 
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générale s’écrit comme la somme d’une solution homogène, f,(t), et d’une solution 
particulière, f,(t), 


LE) = fat) + fn) (10.10) 


La solution particulière est simple lorsque le second membre est constant. En effet, si 
®(t) = o, la solution particulière est une constante qui vaut trivialement f, = oT. 
La solution homogène, elle, s’écrit 


fn(t) = Ke-* (10.11) 


où K est une constante. Ainsi, la solution homogène converge vers 0 si r > 0, c’est alors 
un régime transitoire. On a déjà vu que ce régime transitoire dure quelques 7. Après le 
régime transitoire, la solution homogène devient presque nulle et on ne voit plus que le 
régime permanent qui n’est autre que la solution particulière f, (cette solution pouvant 
dépendre du temps si le second membre n’est pas constant!). Si, au contraire, 7 < O, la 
solution homogène diverge, de telle sorte que le régime permanent n’est jamais atteint. 


Notons également que la constante K doit être déterminée à l’aide d’une condition 
initiale sur la solution générale f(t). L'erreur à ne pas commettre, mais qui est souvent 
commise malheureusement, est de déterminer la constante K à l’aide de la condition 
initiale sur la solution homogène seulement. 


| Fous | Comportement asymptotique en un coup d'œil 
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Dans une EDL1, si les coefficients devant d f /dt et f sont de même signe, la solution 
homogène converge vers zéro. Si au contraire les signes sont opposés, la solution 
diverge exponentiellement. Ce petit réflexe permet souvent de vérifer qu'on ne 
s'est pas trompé de signe : si on sait d'avance que le régime doit être amorti, les 
coefficients doivent être de même signe. 


Les quiz suivants portent sur l’interprétation graphique de la solution d’une équation 
différentielle d’ordre 1 à coefficient constant, en fonction du signe des coefficients et des 
conditions initiales. 


Quiz 10.8 


On considère l'équation 


ES + PE NE— 
dt = 
avec 7 > 0 et g deux constantes. On note vo = v.(t = 0). La figure représente 


l'évolution de v.(t) dans quatre situations différentes. Que dire de w, et g pour 
chacune des situations ? 





1. Et donc le régime permanent n’est pas nécessairement statique. 
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Chute en présence de frottement fluide 


ve (t) DA) 


situation À situation B 





v,(t) 


ue Ut} 








situation C situation D 


4 w>0,g>0 4. vo =0, g>0 1 % EÙ, g>0 
2. To > 0, g=0 Fe = 0, g=0 8. vo <0, g=0 
3. vw >0,g<0 6. vu =0, g<0 9. vo <0, g<0 
Quiz 10.9 


On considère l'équation différentielle suivante 

ART 

4 = = ; T >0 

Ta 

Que peut-on dire de la solution de cette équation différentielle ? 
1. la solution est une exponentielle divergente 
. la solution est une exponentielle qui converge vers zéro 
. la solution est une exponentielle qui converge vers x =7T 
. la solution oscille avec une période 7 


0 BR © N 


. aucune des propositions précédentes 


Quiz 10.10 


Même question que le quiz 10.9 avec cette fois 7 < 0. 


Quiz 10.11 
On considère l'équation différentielle suivante 
D D 
Th 
La fonction x(t) = x, exp(—t/7) est solution de cette équation différentielle. 


1. vrai 2. faux 3. on ne peut pas conclure, cela dépend de la valeur de x 
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Quiz 10.12 
On considère l'équation différentielle suivante 

à+==A MEN NN 
Que peut-on dire de la solution de cette équation différentielle ? 
1. la solution est une exponentielle divergente 
. la solution est une exponentielle qui converge vers zéro 


. la solution est une exponentielle qui converge vers x = AT 
. la solution oscille avec une période 7 


01 BR © N 


. aucune des propositions précédentes 


€ Phénomènes traités par le même modèle 


mathématique 





De nombreux systèmes sont gouvernés par une équation différentielle d’ordre 1. 


Théorème 10.1 EEE erereeeeeeereeeeeeeee eee eee eee ee eee EEE . 


: De façon générale, on obtiendra une équation différentielle linéaire d’ordre 1 lorsque : 
: le taux de variation d’une grandeur est proportionnelle à cette grandeur (ou bien à : 


: cette grandeur plus une constante). L'évolution sera donc exponentielle (croissante 
: ou décroissante). 


Quiz 10.13 


On note a(t) la somme d'argent disponible sur votre compte en banque à l'instant 
t. Supposons que l'état prélève sur ce compte, chaque année, une somme d'argent 
fixe. Votre solde a(t) décroiît : 


1. exponentiellement avec le temps 2. linéairement avec le temps 


Quiz 10.14 


On note a(t) la somme d'argent disponible sur votre compte en banque à l'instant 
t. Supposons que l'état prélève sur ce compte, chaque année, un pourcentage fixe 
de la somme d'argent. Votre solde a(t) décroît : 


1. exponentiellement avec le temps 2. linéairement avec le temps 
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Quiz 10.15 


On considère une population de bactéries dans une boîte de pétri. Chaque bacté- 
rie donne naissance à une nouvelle bactérie toutes les heures. Comment évolue le 
nombre N(t) de bactéries au cours du temps ? 











Y 


On donne ci-après quelques exemples, issus de la physique ou d’ailleurs. 


2.1 Désintégration radioactive 


Notons N(+) le nombre d’atomes radioactifs. Ces atomes ont la propriété de se désinté- 
grer, donc leur nombre diminue. Le modèle le plus simple pour décrire le phénomène 
consiste à considérer que la probabilité de désintégration dP par unité de temps dt est 
une constante. On pose donc 


déf 


dP = Adi 


où la constante À est appelée taux de désintégration radioactive. Avec ce modèle, le 
nombre d’atomes dNx. qui se désintègre pendant la durée dt est égal à 


ANues. = NdP = ANdt 


Ainsi, puisque dN = —dNu. < 0, l’évolution du nombre N(t) d’atomes radioactifs 
est telle que 


aN(# 
dN=-AN(dt — 0 + AN(E) = 0 
Puisque le taux de désintégration est homogène à l’inverse d’un temps, on peut poser 
1 
Ne) 
T 


En notant Nj = N(t = 0), la solution de cette EDLI homogène s’écrit 
t 
N(t) = Noexp (-<) (10.12) 
T 


Ainsi, le nombre d’atomes radioactifs décroft de façon exponentielle avec le temps, 
comme représenté sur la figure 10.2. Cette décroissance est donc forte au début, 
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N(t) 
“4 


Figure 10.2 - Décroissance radioactive. 


puis devient de plus en plus faible. Aïnsi, il restera toujours des éléments radioac- 
tifs, leur nombre tendant vers zéro de façon asymptotique seulement!. C’est donc un 
comportement très différent d’une décroissance linéaire. 


Quiz 10.16 


On s'intéresse à deux espèces radioactives, le carbone {“C et l'uranium ?*U. On 
mesure Auc = 1,2 x 10-*an ! et seu — 1,5 X 10 an !. Quel élément se 
désintègre le plus vite ? 


IEC 220 3. il manque des données pour conclure 


Quiz 10.17 


Un élément radioactif contenant N, atomes radioactifs perd 30% de ses atomes 
radioactifs (la radioactivité chute de 30%) la première heure. Le nombre d'atomes 
radioactifs au bout d'une heure vaut N,.. Entre la première et la deuxième heure, le 
nombre d'atomes radioactifs qui se désintègrent vaut : 


1. moins de 30% de N, 4. 30% de N, 
2. 30% de N. 5. plus de 30% de N, 
3. entre 30% de N, et 30% de N, 6. aucune de ces réponses 


| Focus | Temps de demi-vie 
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Le temps de demi-vie, noté f:,2, correspond au temps au bout duquel la moi- 
tié des atomes radioactifs s'est désintégrée. Il s'obtient facilement à partir de 
l'équation (10.12), 


1 t In 2 
N(tiy2) = No/2 = ;=ep(-%2) > ha =Ti2= 


Attention, le terme de demi-vie ne signifie pas qu'au bout de deux fois ce temps, 
il n'y a plus de radioactivité ! On trouve aussi dans la littérature la dénomination 





1. En pratique, le nombre d’atomes étant entier, on finit par ne plus avoir d’atomes radioactifs au bout 
d’un temps fini, lorsque l’expression de N(t) dans l’équation (10.12) devient inférieur à 1. 
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de période radioactive pour {:/2. Ce terme est également un peu trompeur, car le 
phénomène de radioactivité n'est pas périodique. 


Quiz 10.18 
Après une durée égale à deux fois la demi-vie, 
1. il n'y a plus d'atomes radioactifs 3. le nombre d'atomes radioactifs a été 
2. le nombre d'atomes radioactifs divisé par huit 
a été divisé par quatre 4. aucune des réponses précédentes 


Exemple 10.2 Application à la datation au ‘C Un isotope radioactif 
du carbone, le carbone 14, sert de traceur radioactif et permet la datation des corps 
organiques. Celui-ci se désintègre spontanément en carbone l?C. Cependant, il est 
produit en permanence dans la haute atmosphère par bombardement du rayonnement 
cosmique sur l’azote gazeux (n+ TN —+ C+H, où n est un neutron généré par un 
rayonnement cosmique et H un atome d’hydrogène). Ainsi, la teneur en carbone 14 
dans le CO; atmosphérique reste constante. Cette proportion se retrouve dans tous les 
végétaux vivants puisque le carbone organique provient du CO; par photosynthèse. 
Lorsqu'une plante meurt, le processus d’assimilation s’arrête et la teneur en carbone 
14 commence à diminuer. C’est également le cas pour le carbone des animaux ayant 
consommé ces plantes. Cette propriété permet de dater la mort d’un organisme vivant 
en mesurant la concentration en !*C dans l’organisme dont on cherche l’âge et en le 
comparant à ce qu’il doit être (c’est-à-dire celui mesuré actuellement). L'idée est 
que dans le processus 4€ —> 12C, le nombre d’atome de carbone reste constant, 
No = Nuc + Nuc. On note Co — Nuc/N, la concentration en carbone 14 d’un 
organisme vivant et on mesure cette concentration C(t) sur l’organisme que l’on 
cherche à dater. D’après l’équation (10.12) (le temps t = 0 est pris au moment de la 
mort de l’organisme), 
C() 


t 
C(t) = Coexp (-:) ee t=-TIn G 


Ainsi, la mesure du rapport C(t)/Co permet de remonter à l’âge t de l’organisme. 
Cette méthode demande de connaître C, au moment de la mort de l’organisme. Une 
bonne approximation est de supposer que C, est constant dans le temps et est le 
même aujourd’hui que dans le passé!. Pour des organismes morts avant les années 





1950, cette concentration vaut Co © 10/2. 





1. Notons que de nombreux effets peuvent produire une variation de Co dans le temps, et les scien- 
tifiques en tiennent compte. Par exemple, les essais nucléaires atmosphériques ont doublé la teneur 
en carbone 14 dans l’atmosphère. Ainsi, une femme qui est morte dans les années 1960 apparaîtra 
comme provenant de beaucoup plus loin dans le passé pour des archéologues du futur si ces derniers 
ne tenaient pas compte de cette effet. De même, les rejets actuels massifs de CO>2 (qui ne contiennent 
pas de carbone 14) changent complètement la valeur de Co. 
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La datation au carbone 14 ne s’ applique avec une relative précision que pour des âges 
qui ne sont pas trop élevés par rapport à la demi-vie. En effet, au delà typiquement 
de huit fois le temps de demi-vie, il devient très difficile de mesurer la concentration 
C(t), qui devient vraiment petite. Il faut alors utiliser d’autre méthodes de datation 
radioactive faisant appel à des éléments dont Le temps de demi-vie est supérieur (voir 
un exemple ci-après). 


Datation au plutonium 
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On mentionne ici la datation par le ?*8U. Cet élément se désintègre selon *8U — 
206PL,. Le nombre total d'éléments 2U et 2%5PL étant constant, No = Nu + Nr. 
D'après la décroissance radioactive, 
Nu(t) — Née —. NP — No — Nu — No(1 —= es) 

On peut éliminer No, qui est inconnu, en formant le rapport NPk/Nu, de telle 
sorte que 

N N 

t/T v. Pb eve Pb 
Tele = t=rmfi+ de) 
Nu Nu 


Ainsi, en mesurant le rapport Nu/NP, et en connaissant 7 (grâce à la mesure du 
temps de demi-vie de l'uranium 238), on peut déterminer l'âge t. Cela suppose 
bien sûr que l'objet que l'on date ne contenait initialement pas de plomb, et 
dont le réseau cristallin pouvait accueillir des atomes d'uranium. C'est le cas par 
exemple de certains minéraux tels que le zircon. L'avantage de cette méthode, 
par rapport à celle au carbone 14, est qu'elle permet de dater des éléments 
beaucoup plus âgés, car r2s8y © Tac. 


2.2 Autres exemples empruntés à la physique 
a) Modèle de Drude (1900) 


Le modèle de Drude s'intéresse à la conduction de l’électricité dans un métal. Dans ce 
modèle, on considère que les électrons de masse m. sont indépendants les uns des autres 
et qu’ils se déplacent sous l’influence d’un champ électrique EÉ (créé par un générateur) 
et d’une force de frottement de type fluide (provenant des interactions avec le milieu 
conducteur). Ainsi, la deuxième loi de Newton appliqué à un électron s’écrit 
NC av, Mie LE 
dt dt Me Me 


Donc Ÿ vérifie une équation différentielle d’ordre 1. Le temps caractéristique du régime 





transitoire est Tr — m./k1. Dans un conducteur typique, on montre que ce temps est de 
l’ordre de 10 !*s. Pour des phénomènes dont le temps caractéristique est très grand 
devant 7, on peut considérer que le régime permanent est atteint instantanément. La 
vitesse limite s’écrit alors 
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La vitesse de déplacement des électrons est donc proportionnelle au champ électrique!. 
Cette loi porte le nom de loi d’Ohm locale?. 


Expérience de Millikan (1913) 


Au début du siècle, Robert Millikan a conçu une expérience astucieuse qui lui 
a permis de découvrir expérimentalement que la charge électrique était quanti- 
fiée, c'est-à-dire toujours égale à un multiple entier de la charge élémentaire e 
(l'électron venait d'être découvert quelques années avant). Voici la méthode qu'il 
a utilisé et qui lui a valu le prix Nobel en 1923. L'expérience consiste à observer la 
chute de gouttelettes de glycérine, assimilées à des sphères de rayon r, dans de 
l'air contenu entre deux plaques métalliques. En tenant compte de la poussée 
d'Archimède, l'équation (10.2) est remplacée par 


V; (22 
Del 
ï p 


où p est la masse volumique de la gouttelette et p, la masse volumique de l'air. 
La constante 7 = m/k est reliée à la viscosité 7, de l'air et au rayon r de la 
gouttelette par 
3 2) 2) 
Fa 4/37r°p _ 2pr° 2 2pgr =) 
6TmaT Ma Ma p 

Les gouttelettes fabriquées par Millikan avaient des tailles typiques de quelques 
micromètres, ce qui donne un temps caractéristique 7 de l'ordre de la dizaine 
de us. Ainsi, la vitesse limite est atteinte très vite. La mesure de la vitesse limite 
d'une des gouttelettes permet de calculer le rayon de cette gouttelette, car la 
viscosité de l'air (n, = 1,8 x 1075 SI) et les masses volumiques (p = 810kg.m * 
et Pa © 1,29 kg.m *) sont connues. L'idée de génie de Millikan est de créer des 
gouttelettes chargées, et d'immobiliser la gouttelette dont on vient de mesurer 


le rayon r à l'aide d'un champ électrique E appliqué entre les plaques métal- 
liques, dirigé vers le bas (E — Ee? avec E > 0 et €> vers le bas). La gouttelette 
s'immobilisera si la force de Coulomb qE compense le poids et la poussée d'Ar- 
chimède (la force de frottement étant nulle si la gouttelette est immobile). Cela 
se produit pour une valeur Eu telle que 


4 4 g 


377" (p 2 Pa) F QEseuil =0 > En am (o Pa) 








1. En fait, il faut interpréter cette vitesse comme une vitesse de dérive moyenne. Dans la vision de 
Drude, les électrons se déplacent beaucoup plus vite, mais entrent en collision régulièrement, ce qui 
change leur direction en permanence. En moyenne, la vitesse est donc nulle en l’absence de champ 
électrique extérieur. En présence du champ électrique, les électrons acquièrent une vitesse de dérive 
donnée par Tin. Cette vitesse, de l’ordre de quelques mm/s, est beaucoup plus petite que la vitesse 


d’agitation thermique (de l’ordre de 10° m/s). 
2. Elle est équivalente à la loi d’Ohm globale qui est abordée au collège sous la forme U = RI. En 


effet, la différence de potentiel est proportionnelle au champ électrique, et la vitesse de dérive des 


électrons est proportionnelle à l’intensité du courant électrique. 
3. Pour charger les gouttelettes, il crée ces gouttelettes grâce à un spray et celles-ci se chargent par 


friction avec la buse de sortie au moment où elles sont pulvérisées. 
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Ainsi, seules les charges négatives peuvent s'immobiliser. En injectant l'expres- 
sion du rayon r en fonction de la vitesse limite que l'on peut mesurer en l'absence 
de champ électrique, on trouve finalement que la charge s'écrit 


AT ( Ina Viim ) 


q = 
3Eseuil \/ g(p CS Pa) 2 


En mesurant différents couples de valeurs (Eseui, vim) Pour un grand nombre de 
gouttelettes, de charges et de tailles différentes, Millikan a montré que l'expres- 
sion précédente donnait toujours un résultat de la forme q = —ne avec n un 
entier et e une charge élementaire que Millikan mesure à 1,59 x 107! C. Ainsi, il 
venait de montrer que la charge est quantifiée! ! 





(10.13) 


b) Effusion 


Supposons que nous soyons dans la station spatiale internationale et qu’une collision 
crée un trou de section S dans une paroi. À quelle vitesse la station va-t-elle se dépres- 
suriser ? Autrement dit, comment évolue le nombre d’atomes contenus dans l’air de la 
station ? Pour cela, on peut envisager un modèle simpliste dans lequel les atomes ne se 
déplacent que dans six directions (haut/bas, gauche/droite et devant/derrière). Faisons 
maintenant un raisonnement entre les instants t et { + dt. Dans notre modélisation sim- 
pliste, les atomes qui sortent par le trou entre t et { + dt se situent dans un cylindre de 
section S et de longueur d£ = vdt, où v représente la vitesse moyenne des atomes. Il y 
a dans ce cylindre nSd£ particules, avec n LN /V le nombre de particules par unité 
de volume. Sur ces particules, 1/6 seulement se déplacent dans la direction de la sortie 
du trou. Ainsi, le nombre de particules dNsortant Sortant entre t et t + dt s’écrit 


ANsortant ve N(t)dt 


Puisqu’aucune particule ne rentre dans la station, le nombre de particules à l’intérieur 
de la station varie telle AN = —dNictan & N(t). Ainsi, on est dans la situation d’un 
système d’ordre 1, et plus précisément 


aN(t) vs 
——© + — N(t) = 0 10.14 
um te NE (10.14) 
Aüinsi, le nombre de particules va décroîftre exponentiellement vers zéro avec la 
constante de temps T = we. Cette constante de temps sera d’autant plus grande que 


le trou sera petit, ou que le volume de la station sera grand. Le mécanisme que l’on vient 
de voir, à savoir une détente dans le vide, s’appelle l’effusion. 





1. À l’époque, la plupart des scientifiques (incluant Eddison) pensait que la charge était une grandeur 
continue. 
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Equilibre de pression entre deux enceintes 


On montre assez facilement, en reprenant ce qui a été fait plus haut, que si une 
enceinte se vide dans une autre enceinte de même volume, alors les nombres 
de particules N.(t) et N,(t) dans les deux enceintes vont évoluer, comme un 
système d'ordre un, vers un équilibre qui sera tel que N;(t = co) = N,(t = œ). 
Autrement dit les particules vont s'équirépartir. Si les volumes V; et V, des deux 
enceintes sont différents, alors on montre aisément que l'état final correspond 


à une égalité n1 ENV. = N:/V2 = n2, à savoir une égalité des densités 
volumiques de particules dans chaque enceinte. Si la température entre les deux 
enceintes est la même, ce que traduit cette équilibre est l'équilibre des pressions, 
car d'après la loi des gaz parfait, p = nkgT1. 


c) Charge et décharge d'un condensateur 


En électrocinétique, la charge q(t) emmagasinée sur les armatures d’un condensateur 
lorsque celui-ci se charge, vérifie également une EDLI1. Si on appelle R la résistance en 
série avec le condensateur de capacité C, et E la tension du générateur, on montre que 


dq(t) 1 E 


D +eadÜ = (10.15) 


Ainsi, la charge du condensateur va croître comme q(t) = EC(1 — exp(—t/T)) 
avec T7 — RC le temps caractéristique de charge du condensateur. L’équation de dé- 
charge d’un condensateur dans une résistance R est également une EDLI1 avec la même 
constante de temps T. 


d) Pertes thermiques 


Lorsqu'un corps à la température T est en contact avec un environnement à la tem- 
pérature Tv, les pertes par échange thermique entre le corps et l’environnement sont 
proportionnelles à l’écart de température T — Tn,. Autrement dit, plus cet écart est 
important, plus les pertes sont fortes. Cela implique que la température T({) d’un corps 
vérifie l’équation 
aT(t) 
dt. 


Aüinsi, la température est également soumise à une évolution d’ordre 1. 


= —)À(T(t) — Tiny) avec À >0 (10.16) 





1. Le résultat peut se généraliser au cas où les températures dans les deux enceintes sont différentes, 
auquel cas les vitesses moyennes v1 et v2 seront différentes dans chacune des enceintes. On trouve 
alors que n1v1 = nav. Or, puisque la température est proportionnelle au carré de la vitesse moyenne, 
on obtient finalement que p1/p2 = 4/T1/T2. 
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Quiz 10.19 


On considère une maison dont les murs ont des pertes énergétiques proportion- 
nelles à la différence de température entre ses deux faces (intérieur et extérieur de 
la maison). On admet que l'énergie thermique dans la maison est proportionnelle 
à sa température. La maison est initialement à la température de 20°C. Dehors il 
fait 10°C. On coupe le chauffage, comment évolue la température dans la maison ? 


4 
20 











__Exercice 10.4 





En déterminant la solution de l’équation (10.16), vérifier que 

T(t2) ue Lx 

T(t:) an T'env 

APPLICATION : un cadavre est retrouvé à minuit dans une chambre d’hôtel. Sa tem- 
pérature est de 24°C. La température de la chambre est de 20°C (on la suppose 


constante). Deux heures plus tard, la température du cadavre est de 21°C. À quelle 
heure est morte la personne ? 





X(t2 t1) = In 











2.3 Autres exemples empruntés à d'autres domaines 
a) Modèle de croissance de Bertalanffy (1934) 


Le modèle de Bertalanffy s’intéresse à la croissance individuelle de certaines espèces, 
c’est-à-dire à l’évolution de la taille d’un individu de l’espèce en fonction du temps. 
Cette modélisation est telle que le taux de croissance soit supposé proportionnel à l’écart 
entre la taille maximale L.. et la taille actuelle L(t). Autrement dit, la taille L(t) d’un 
individu vérifie l’équation différentielle suivante 

dl 

a 
avec k un taux de croissance ([k] = T1). La solution s’écrit, si L(t = 0) = 0, 


L(t) = L, [1 — exp(—-kt)] (10.17) 


k(Ls — L) 


Ce modèle s’adapte bien à la compréhension de la croissance des animaux aquatiques, 
tels que les mollusques ou les poissons. La mesure de la taille L permet alors de remonter 
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(2: Phénomènes traités par le même modèle mathématique 


à l’âge de l’animal (si on suppose que tous les individus ont la même taille asymptotique 
L..). La figure 10.3 représente l’évolution de L({) ainsi que celle de la masse m(t) de 
l'individu, en fonction du temps. 





Figure 10.3 - Modèle de croissance de Bertalanffy. La taille L(t) croît comme dans tous 
les systèmes d'ordre 1 (cf. équation (10.17)). La masse m(t) est proportionnelle à L({)° 
(loi d'échelle), donc possède une croissance différente, avec une pente nulle à l'origine. 


b) Modèle de Malthus (1798) 


Le modèle de Malthus (1798) est le modèle le plus simple de dynamique de popula- 
tion!. Il s’intéresse à décrire la croissance d’une population, c’est-à-dire à l’évolution 
du nombre N d’individu. Le modèle le plus simple consiste à postuler que le taux de 
variation de la population s’écrit 


aN 
de taux instantané de (naissance — décès + migration) x N(t) (10.18) 
Dans le modèle original de Malthus (1798), il n’y a pas de migration, donc 
aN 
— = (b— d)N 10.19 
de — (T0) (10.19) 


où b est le taux de naissance et d le taux de décès. La solution est une exponentielle 
sans équilibre, sauf si le taux de naissance est parfaitement égal au taux de décès (voir 
la figure 10.4). Dans ce cas, les naissances compensent les décès et la population est 
stationnaire N(t) — constante. Si b > d, la population augmente exponentiellement, et 
si d < b, la population décroît exponentiellement. 


Ce modèle a été introduit par Thomas Malthus pour alerter sur le fait qu’une crois- 
sance exponentielle de la population ne peut pas être supportée dans un monde avec une 
productivité qui n’augmente que linéairement avec le temps?. Le modèle de Malthus ne 
tient pas compte non plus des ressources finies disponibles pour nourrir et héberger la 
population. Nous étudierons dans la section 3.2 de ce chapitre le modèle de croissance 
de Verhulst (1836), qui en tient compte de façon simple. 





1. Ce modèle a eu une grande importance historique en démographie. Dans ce modèle, on fait l’hy- 
pothèse que le nombre d’individus N(t) est une variable continue, ce qui ne pose pas de problème 


lorsque ce nombre est très grand devant 1. 
2. Thomas Malthus, un prêtre britannique, utilisait sa théorie pour prôner l’abstinence afin de réguler 


la population. 
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Figure 10.4 — Croissance malthusienne. 


Quiz 10.20 

On s'intéresse à une population de nénuphars dans un lac. On suppose que la 
population de nénuphars double de taille chaque jour et qu'au bout de 10 jours, 
la moitié du lac est recouvert. Au bout de combien de temps l'ensemble du lac 
sera-t-il recouvert ? 


1. 11 jours 2. 14 jours 3. 19 jours 4. 20 jours 


c) Modèle économique d'offre et de demande 


On s’intéresse à l’évolution du prix p(t) d’un bien (par exemple un téléphone). On définit 
la demande D(p) et l’offre O(p) comme étant deux fonctions dépendant du prix de ce 
bien. Dans les modèles les plus simples, la demande D(p) et l'offre O(p) sont deux 
fonctions affines du prix, 


D(p)=a—bp et  O(p)=a+Bp 


où a, b, à et B sont des constantes positives ayant des dimensions telles que l’offre et la 
demande soient exprimées en €.s”!. La demande est bien une fonction décroissante du 
prix, tandis que l’offre est une fonction croissante du prix. On fait maintenant l’hypothèse 
que le taux de variation du prix p(t) est égal à la différence entre l’offre et la demande, 
autrement dit 

dp(t) 


g =06b)-Db)=(a-a)+(8+6)p(E) (10.20) 


Aüinsi, le prix va évoluer comme un système d’ordre 1. En particulier, le prix va at- 
br Ce prix sera atteint au bout de 
quelque fois le temps caractéristique 7 — 1/(b + B), qui représente le temps que l’offre 


et la demande s’équilibrent. 


teindre un régime stationnaire donné par px —= 
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el Exemples de systèmes non linéaires d'ordre 1 


d) Cinétique chimique - réaction d'ordre 1 
En cinétique chimique, les réactions chimiques sont d’ordre un si la vitesse de réaction 
v (c’est-à-dire la dérivée temporelle de l’avancement) est telle que 
uv = k[AJPIB] avec p+q=1 
Par exemple, la réaction de décomposition du pentaoxyde de diazote, 
2N20; —> ANO: + Oo 


possède une vitesse de réaction v proportionnelle à [N20;], à savoir u — k[N20O;]. Or, 





puisque U = — 5 ANS], la concentration en [N2O;] obéit à une équation différentielle 
d’ordre 1, 

d[N:0 

nn + 2k[N20;] = 0 (10.21) 


Puisque 4 > 0, la concentration en N2O; va décroître exponentiellement vers zéro. 


Exemples de systèmes non linéaires d'ordre 1 





Dans cette partie, on étudie deux systèmes pour lesquels l’équation différentielle est 
d’ordre 1 mais non linéaire. Cependant, dans chacune de ces situations, il est possible 
de résoudre analytiquement le problème, soit par la méthode de séparation de variable, 
soit par un changement de variable astucieux permettant de se ramener à une équation 
différentielle linéaire. 


Rôle des non linéarités 


Lorsqu'un système d'ordre 1 semble diverger, il y a toujours des effets non 
linéaires qui finissent par prendre le dessus et évitent l'apparition de cette 
divergence. 


3.1 Force de traînée 


On rappelle que la force de traînée s’écrit ri = —kvv (voir équation (6.10)), avec 
v la norme du vecteur vitesse. Intéressons-nous à la chute verticale d’un parachutiste 
de masse m soumis à une telle force de trafnée. La deuxième loi de Newton s'écrit, en 
mettant l’axe des z vers le bas, 





Cette équation peut être résolue par la méthode des variables séparables, 
dv, 


kav? 
1 — = 
mg 


= gdt 
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En définissant u = ,/ de l'équation s’écrit finalement 


du _ sas > Argth(u) — Argth(uo) = “6 — to) 
se m 


1 — vu? 


en prenant to = 0 et v,(0) = 0, on obtient finalement 


v.(t)=, in (5) (10.22) 
2 


La vitesse augmente donc comme une tangente hyperbolique. L’allure graphique de la 





vitesse ressemble très fortement à celle d’un système d’ordre un. Il y a d’abord un régime 
où la vitesse augmente linéairement, puis une saturation et une asymptote horizontale 
correspondant à une vitesse limite qui s’écrit 


mg 


— 10.2 
F (10.23) 


Vlim — 


3.2 Modèle de Verhulst (1836) 


Le modèle de croissance de population de Verhulst corrige le modèle simple de Malthus, 
déjà abordé précédemment, en ajoutant dans le modèle l’effet des ressources finies dis- 
ponibles pour assurer la croissance de la population. Dans ce modèle, l’équation (10.19) 
se généralise en : 

P=nN(i-S) avec T—b—-d>0 (10.24) 
la constante K > 0 est la charge utile de l’environnement, qui dépend de la quantité de 
nourriture disponible dans le milieu. Le modèle de Malthus est retrouvé dans la limite 
K — © (c’est-à-dire dans le cas de ressources infinies). 


__Exercice 10.5 


En posant M(t) = 1/N(t), déterminer l’équation différentielle sur M(t). Résoudre 
et calculer M(t). En déduire que 








(10.25) 











Dans le modèle de Verhulst, le nombre d’individus N(t) converge donc vers un point 
d’équilibre stable : lim N(t) = K. La divergence a été éliminée par la finitude des 
— +00 
ressources. 





(GUETNES 11) 
Evolution des systèmes 


d'ordre 2 sans 
frottement 


Un oscillateur harmonique est un système physique dont une grandeur f(t) est pério- 
dique sinusoïdale, c’est-à-dire qui s’écrit 

f(t) = A cos(wot + 4) (11.1) 
où À est appelé l’amplitude de l’oscillation, wQ la pulsation propre et & la phase à 
l’origine. La période T s’obtient à partir de la pulsation comme 


12 





Quiz 11.1 
Quelle est la période de la fonction f(t) = sin(3t) ? 
156 SE He 5 Pr 
ë 2. 7/3 4. 37/2 6. 67 
ë Quiz 11.2 
É Quelle est la période de la fonction f(t) = exp(kt) ? 
- 1. 27/k 2. k/(27) 3. x 4. ce n'est pas périodique 
è Quiz 11.3 
Ê Quelle est la période de la fonction f(t) = exp(ikt) ? 
É 1. 27/k 2. k/(27) 3. x 4. ce n'est pas périodique 
© 
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Les oscillateurs harmoniques (notés OH) jouent un rôle fondamental car on les re- 
trouve dans tous les domaines de la physique : mécanique, électronique, acoustique, 
physique atomique, sismologie, etc. En fait, presque toute la physique est faite d’OH' 
et c’est l’un des systèmes fondamentaux les plus importants. La raison essentielle a 
été abordée lorsqu'on a étudié l’équilibre d’un système : au voisignage d’une position 
d’équilibre stable, n’importe quel système se comporte comme un oscillateur harmo- 
nique, dont on peut calculer la pulsation propre w9 à l’aide de la dérivée seconde de 
l'énergie potentielle. 

Dans la réalité, il y a toujours des frottements et les oscillations sont de fait amorties. 
Quand le frottement est trop fort, il est même possible que le système ne puisse plus 
osciller. Dans ce livre, nous n’étudierons cependant pas l’effet des frottements sur les 
systèmes d’ordre 2. 


Quiz 11.4 

Les fonctions cosinus et sinus sont reliées par : 

1. cos(x) = sin(x + 7/4) 3. cos(x) = sin(x + 7/2) 
2. cos(x) = sin(x — x/4) 4. cos(x) = sin(x — T/2) 
Quiz 11.5 


On considère deux fonctions, 
f1(6) = A1 cos(uwit +) et f2(t) = A2 cos(wot + (02) 


D'après la figure ci-contre, quelle est la 
seule grandeur différente ? 

1. À: Z À 

2. wi Fw 

3. 1 À Po 

4. aucune grandeur ne diffère 





Exemple des oscillations d'un ressort 





1.1 Position du problème 


On considère un ressort horizontal de raideur k au bout duquel est accrochée une masse 
m. On repère sa position avec l’abscisse x(t) par rapport à la position d’équilibre (prise 
comme origine O du repère). Comme dans le chapitre précédent, on peut déterminer 





1. Vous verrez ultérieurement en master que même l’électromagnétisme peut être interprétée comme 
une collection d’oscillateurs harmoniques ! 
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[1 ] Exemple des oscillations d’un ressort 


l’évolution temporelle x(t) en adoptant une approche basée sur la 2LN ou une approche 
basée sur l’énergie. 





a) Première approche : deuxième loi de Newton 


La deuxième loi de Newton appliquée au système constitué de la masse m s’écrit 


m4 P+F a. 





où R est la réaction normale du sol, PF le poids de la masse m et F la force de rappel 
élastique, exercée par le ressort sur la masse m. Puisque le mouvement est supposé 
horizontal, Ÿ = v,(t)ez = i(t)e. Ainsi, v,(t) — 0 et donc la composante verticale 
de la résultante des forces doit être nulle, 


RÉ PS T 


La composante horizontale de la 2LN (11.3) s’écrit 
mi =F,=-kx = +—r=0 (11.4) 
m 


On obtient une équation différentielle linéaire d’ordre 2 (EDL2) à coefficient constant 
et sans second membre. 


Quiz 11.6 


Une masse m oscille sans frottement sur une table horizontale entre les points À 


et B. Le point O représente la position de la masse lorsque le ressort est au repos. 
( 


m ( 1 
En quel point l'accélération est- 
elle maximale (en norme) ? I | | 
1. B ( 1 I 
2 O Î 1 1 
$ | | Û | 
3. M 1 
A OUI 
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b) Deuxième approche : conservation de l'énergie 


Puisque l’on néglige le frottement, l’énergie mécanique se conserve, 


dE» 
ES — 11.5 
dt * HE 


où l'énergie mécanique s’écrit E,, = 3m? + 2kx°. Ainsi, 


k 
mix + kit = 0 > Fer =U 


Dans les deux approches, on aboutit à la même équation différentielle, que l’on peut 
écrire sous la forme 





Ë +wix = 0 (11.6) 





Il s’agit de la forme canonique de l’équation d’un oscillateur harmonique sans 
frottement. 


l Focus | Temps caractéristique et combat inertie-force 
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Il apparaît dans l'équation d'évolution (11.6) une pulsation caractéristique wo. 
Puisque [wo] = T-!, cela définit un temps caractéristique d'évolution du système 
T = wÿ”. Physiquement, ce temps caractéristique rend compte du combat entre 
l'inertie (via la masse m) et la force (Via la raideur k). La pulsation w, — 4/k/m aug- 
mente quand l'inertie diminue (quand m diminue) ou quand la raideur augmente. 
Autrement dit, un milieu possédant une grande inertie aura une petite pulsation, 
donc un temps caractéristique d'évolution grand. Un milieu très raide aura, au 
contraire, un temps caractéristique d'évolution plutôt petit. 


1.2 Rappel des solutions d'une équation différentielle 
d'ordre 2 sans frottement 


On rappelle que la solution d’une équation différentielle de la forme 
d°f(®) 

dt? 
s’écrit comme une solution homogène f,(t) et une solution particulière f,(t), 


FC) = fa () + PE) 


Dans le cas où d(t) — est une constante, la solution particulière est également une 
constante, f, = Ÿ0//5. La solution homogène, elle, s’écrit comme la somme de deux 


+ BFC) = d() 


a 





exponentielles 


fa(t) = Act +Be'-! (11.7) 
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[1] Exemple des oscillations d’un ressort 


où r+ sont les racines de l’équation caractéristique ar? + B — 0, tandis que À et B 
sont deux constantes à déterminer avec deux conditions initiales. Assurez-vous de savoir 
répondre aux quiz ci-dessous avant de passer à la suite. 





Ordre d'une ED et nombre de conditions initiales 


Pour une équation différentielle d'ordre 1, il suffit d'une seule condition initiale, 
tandis que pour une équation différentielle d'ordre 2, il faut deux conditions ini- 
tiales pour déterminer entièrement la solution. Les conditions initiales doivent 
être déterminées sur la solution complète f(t), et non pas seulement sur la 
solution homogène. 





Quiz 11.7 

On considère l'équation différentielle suivante (À et 1 sont des constantes) : 
TEAT= WU 

Quelle est l'équation caractéristique associée ? 

1.7 +dr=u 3. r?+)r =0 5. r+A=0 

2.7 +r=u/) 4 r2P\=0 6.7 += 

Quiz 11.8 


On considère l'équation différentielle suivante (À et 1 sont des constantes) : 
&+Ax =0 : 1>0 


Que peut-on dire de la solution de cette équation différentielle ? 
1. la solution oscille à la pulsation 4/À autour de zéro 

2. la solution diverge exponentiellement 

3. la solution converge exponentiellement vers zéro en oscillant 
4. la solution oscille à la pulsation À autour de zéro 


Quiz 11.9 


Même question que le quiz 11.8 avec cette fois : 
&— x =0 : 1>0 


Exemple 11.1 Étudions la situation de la figure ci-dessous, représentant un bra- 
celet de longueur L qui tombe en glissant sans frottement du rebord d’une table. 
On s'intéresse à la phase du mouvement pendant laquelle une partie du bracelet est 
encore posée à l’horizontale sur la table. 
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On considère comme système le bracelet dans son 
ensemble. La résultante des forces qui agit sur le 
bracelet se résume au poids de la partie qui pend 
verticalement. En effet, le poids de la partie hori- |: 
zontale est compensé par la réaction normale de la 
table, comme on peut le voir en considérant la 2LN 
sur le système constitué de la partie horizontale du 


bracelet seulement. 
Ainsi, puisque la masse de la partie qui pend s’écrit m x (z/L), on déduit de la 2LN : 


à Z … À L 

mi=m—g = Z2—-——Û0 avec T—=1/— 

L T+ 9 
Cette équation différentielle admet des solutions qui divergent à cause du signe —. 
Plus précisément, la solution générale est z(4) = Ae!/T + Be-!/7, Si on prend 


comme condition initiale z(0) = 2 et (0) = 0, on trouve finalement À = B — 
Zo/2 et donc 


t 
t) = 20 cosh — 
z(t) = 20 cos = 


La hauteur z va donc augmenter exponentiellement comme un cosinus hyperbolique, 
jusqu’à ce que l’ensemble du bracelet soit vertical (lorsque z = L), et ensuite il y 
aura une chute libre proportionnelle à t?. 


1.3 Solution de l'équation d'oscillateur harmonique 


L’équation différentielle (11.6) est un équation homogène (c’est-à-dire sans second 
membre). On rappelle que la solution peut s’écrire sous la forme 


x(t) = A cos(wot) + Bsin(wot) (11.8) 


où les constantes À et B sont à déterminer avec des conditions initiales. Cette solution 
est bien une fonction oscillante. En effet, vous pouvez vous convaincre que 


À cos(uwot) + Bsin(wot) = Csin(wot + Ÿ) (11.9) 


avec C = YA? + B? et cos Y — B/C. Ainsi, la somme de deux signaux sinusoïdaux 
de même pulsation est encore un signal sinusoïdal (de même pulsation que les deux 
signaux initiaux). La pulsation w, est donc bien la pulsation du signal sinusoïdal, dont 
la période est T — 27/w. Cette pulsation ne dépend pas des conditions initiales. Le 
terme harmonique fait référence au fait que la pulsation w, ne dépend pas de l’amplitude 
C de l’oscillation. 


Quiz 11.10 


On considère un système masse-ressort. Si je change le ressort par un ressort 
quatre fois plus raide, comment change la période d'oscillation ? 
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[1 ] Exemple des oscillations d’un ressort 


1. elle est quatre fois plus petite 4. elle double 
2. elle est deux fois plus petite 5. elle quadruple 


3. elle reste constante 


Quiz 11.11 


On considère un système masse-ressort horizontal, sur une table sans frottement. 
Dans le cas 1, on éloigne initialement 


la masse et on mesure une période | - a 
d'oscillation T,. Dans le cas 2, on VIE MEN n 
[l 


éloigne initialement la masse d'une 
distance plus grande et on mesure 
une période d'oscillation T;. Que  Cà$ 1 HN Q 
peut-on dire ? 
1. T2 <T; cas 2 HN V:— 
2. T:=T,; Es 


EL IE SAR) 


| Focus | Formes équivalentes pour les solutions 


On peut utiliser d'autres formes équivalentes pour écrire la solution de l'équa- 
tion (11.6) : 


x(t) = Ccos(wot + à) 
æ(t) = Dsin(wot + Ÿ) 
x(t) = Ee“0t + Fe-ivot 





Le choix d'une forme plutôt qu'une autre est une affaire de goût. Selon les condli- 
tions initiales, il peut être plus pratique (plus rapide) d'utiliser une forme plutôt 
qu'une autre. Mais bien entendu, la solution finale est toujours la même. Par défaut, 
il est conseillé d'utiliser la forme (11.8). 


__ Exercice 11.1 





Trouver les relations entre les constantes (C, @) et les constantes (A, B). De même 
pour (D, #) puis (E,F). 








Quiz 11.12 


On considère une masse m accrochée à un ressort. Parmi les conditions initiales 
suivantes, la(les)quelle(s) est(sont) nécessaire(s) pour déterminer complètement 
l'évolution de la position de la masse m en fonction du temps ? On suppose que 
les oscillations ont lieu dans l'axe du ressort. 
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1. la position initiale de l'objet 3. au choix une des deux 
2. la vitesse initiale de l'objet 4. toutes les deux 


Exemple 11.2 Quelques exemples de conditions initiales 


1. x(0) = xo et (0) — 0. La première condition donne À — (. Pour exploiter la 
deuxième relation, il faut calculer &(t), 


t(t) = —Aus sin(wot) + Bwo cos(wot) (11.10) 
Et donc #(0) = 0 implique B = 0. On obtient finalement 
x(t) = to cos(wot) 


La vitesse v, — à est en quadrature de phase par rapport à la position æ(t). 


2. x(0) = O0 et (0) — vo. On obtient facilement À — 0 et Bwy — vo grâce à 
l'équation (11.10). Donc 


vo . 
t) = — t 
x(t) - sin(wot) 


Quiz 11.13 

On reprend la situation du quiz 11.6. En quel point la vitesse est-elle maximale (en 
norme) ? 

1. B 2. 0 3. M 

Quiz 11.14 


Un objet est attaché à un ressort. On écarte l'objet de sa position au repos et on 
le lâche sans vitesse initiale. Les graphiques ci-dessous représentent : 


PAL See 


1. À : position; B : accélération; C : vitesse 
2. À : position; B : accélération; D : vitesse 
3. A : vitesse; C : accélération; D : position 
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[1 | Exemple des oscillations d'un ressort 


4. À : accélération; B : position; D : vitesse 
5. B : position; C : vitesse ; D : accélération 


1.4 Cas du ressort vertical 


Etudions désormais le cas d’un ressort vertical. Pour des raisons de commodité, on po- 
sitionne l’axe des z vers le bas. La deuxième loi de Newton, ou encore la conservation 
de l’énergie, permet d’obtenir facilement la généralisation de l’équation (11.6), 


2 + wÿz = g (11.11) 


Aünsi, la seule modification par rapport au cas horizontal est la présence d’un se- 
cond membre constant dans l’EDL2. La solution générale s'obtient donc en ajouant, à 
la solution homogène, la solution particulière qui s’écrit z,(t) — g/wÿ. Autrement dit, 
ST 
up 


z(t) = A cos(wot) + Bsin(wot) + (11.12) 


Quiz 11.15 


On considère deux systèmes identiques masse-ressort (même masse, même rai- 
deur du ressort). L'un des systèmes est horizontal, l'autre est vertical. La période 
d'oscillation 

1. est plus grande dans la configuration verticale 

2. est identique dans les deux configurations 

3. est plus petite dans la configuration verticale 


Comme on peut le voir sur l’équation (11.12), ajouter une force constante ne revient 
qu’à décaler la position d’équilibre (position autour de laquelle le ressort oscille), mais 
ne change pas la période d’oscillation. 


1.5 Ressort à deux dimensions - courbe de Lissajous 


On considère dans cette partie un ressort dont l’extrémité libre peut se déplacer dans 
le plan (xOy). Pour simplifier, on considère un ressort de longueur à vide nulle et une 
des extrémités du ressort est fixe à l’origine ©. Les coordonnées x(t) et y(t) de l’extré- 
mité libre du ressort, au bout duquel est accrochée une masse m vérifient des équations 
d’oscillateur harmonique, 


£+wgx =0 et ÿ+uwiy = 0 


Les solutions générales pour x(t) et y(t) sont de la forme (11.8). Par une redéfinition 
de l’origine du temps, il est toujours possible, sans perte de généralités, de réécrire ces 
solutions sous la forme (cf. aussi (11.9)) 


x(t) = acos(wot) et y(t) = bcos(wot + d) (11.13) 
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Or, cos(wot + D) = cos(wot) cos  — sin(wot) sin @, donc 


sin(wot) sin o = Ÿ cos p — L 
a 


b 

” ” Fe 2 Me 2 £ 2/2 : 
En élevant au carré et en utilisant sin” (wot) = 1 — cos*(wot) = 1 — x*/a°, on obtient 
finalement une relation entre x et y qui fait disparaître le temps #, 


2 2 

. + . : F7 cosÿ = sin? D (11.14) 
C’est l’équation d’une ellipse tracée ci- 
contre. Cette ellipse se ramène à un segment 
(la diagonale du rectangle de côté a X b) 
dans le cas où ® = 0 [r|, c’est-à-dire quand 


les deux signaux x(t) et y(t) sont en phase 

















ou en opposition de phase. 


Courbe de Lissajous 
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L'ellipse (11.14) est une courbe de Lissajous. C'est le type de signal que l'on 
observe avec un oscilloscope en mode XY lorsqu'on visualise deux signaux si- 
nusoïdaux de même fréquence mais d'amplitudes et de phases différentes. 
Graphiquement, on peut visualiser le déphasage entre les deux signaux ou 
encore le rapport des amplitudes. 

Les courbes de Lissajous sont en fait plus générales que celles provenant des 
équations (11.13). En effet, de façon générale, les pulsations w, etw, des signaux 
sinusoïdaux æ(t) et y(t) peuvent être différentes. Les formes obtenues ne sont 
alors plus des ellipses et dépendent de façon très sensible du rapport w, /w,,. 


Quiz 11.16 


Parmi les courbes ci-dessous, la(les)quelle(s) représente(nt) deux signaux sinuoï- 
daux déphasés de 1/2? 


VAE "tu ‘ts 
fo | CE 6 


| | 
VA 5 "15 UA 
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ei Exemple du pendule simple 


©) Exemple du pendule simple 





2.1 Position du problème 


Traitons le problème par l’approche énergétique. On paramétrise le pendule à l’aide de 
l’angle 4 par rapport à la verticale. Le théorème de la puissance mécanique s’écrit 
dE d fi 
0 € (om? mgl(1 — cos )=0 11.15 
qe Ko + mgl( ?) (11.15) 
où on a pris l’origine des énergies potentielles en bas, lorsque & = 0. On se rappelle 
que pour un mouvement circulaire de rayon £, v = {4, de telle sorte que 


Lo + glpsing = 0 


Figure 11.1 - Pendule simple. 


En divisant par @, on obtient finalement 





ÿ +wÿ sing = 0 avec D ? (11.16) 
Dimensionnellement, on a introduit une pulsation caractéristique wy — 4/g/£. Il se 


dégage donc un temps caractéristique wÿ ! — V£/g qui doit régir l’évolution temporelle 
du système. Plus la longueur £ du pendule est grande, plus ce temps caractéristique 
sera grand, et plus l’accélération de la pesanteur est grande plus ce temps est court. 
On constate également, en accord avec le principe d’universalité de la chute des corps, 
que la masse m accrochée au bout du pendule n’intervient pas (elle se compense entre 
l’inertie et la force gravitationnelle). 

L’équation différentielle (11.16) est non linéaire à cause de la présence du sin 4. De 
ce fait, elle n’admet pas de solution analytique. 


Exercice 11.2 





Portrait de phase. En partant de la conservation de l’énergie mécanique, montrer 
que 


D? = 25 (K + cos) (11.17) 
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où K est une constante reliée à l’énergie mécanique E de l’oscillateur par la relation 
K = E/(mgl) — 1. Tracer les trajectoires de l’oscillateur dans le plan (4,4) en 
K|=1e|K|>1; 
c’est-à-dire en fonction de la valeur de l’énergie mécanique par rapport à 2mg£, à 


fonction des valeurs de K. Vous distinguerez les cas |K| < 1, 





savoir la différence d’énergie potentielle entre l’extrémité haute et l’extrémité basse 
du pendule. 











2.2 Solution linéarisée 


Si l'amplitude @ est faible!, à savoir & 1, alors sin + 4. Dans cette limite, on 
obtient une équation d’oscillateur harmonique, 


ÿ+uwip = 0 (11.18) 


Cette équation sans second membre a pour solution générale 
p(t) = A cos(wot) + B sin(wot) 


Aünsi, le pendule oscille de façon sinusoïdale à la période 


2 
T = He (11.19) 
wo g 


En particulier, cette période ne dépend pas de l’amplitude d’oscillation du pendule, ce 
qui représente l’isochronisme des oscillations. 


Si on lâche le pendule de l’angle 4 sans vitesse initiale, @(t — 0) — 0 et gt = 
0) = 0. Ainsi, 


p(t) = po cos(wot) 


Quiz 11.17 
Soit = 0,1 degré. Alors sin(w) = 0,1. 


1. vrai 2. faux 


Quiz 11.18 


On lâche deux pendules identiques avec des angles initiaux 401 et 02 tels que 
Por € 1, Por € 1 et Por > Po2- 





1. Attention, il faut exprimer 4 en radian. Pour @ = x/4, l’erreur qui consiste à assimiler sin avec 
& est de l’ordre de 10%. 
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[3] Autres exemples de système d'ordre 2 sans frottement 


Que dire de la période d'oscillation T; et > Po1 

T, de ces deux pendules ? LS 

1T <T Po2i7 \ Le 
2e se Le 
SAS UE ie Ne 


Formule de Borda 


Si l'amplitude des oscillations devient grande, l'oscillateur n'est plus harmo- 
nique. Cependant, le mouvement reste encore périodique, même s'il n'est pas 
sinusoïdal. On montre alors que la période du mouvement dépend de l'ampli- 
tude de celui-ci. La correction de l'équation (11.19), à l'ordre le plus bas dans 
l'amplitude des oscillations, est donnée par la formule de Borda 


Po { 
= (: E a avec Ts = 271/- (11.20) 
16 g 


Notons qu'une formule « exacte » pour la période du pendule peut être ob- 
tenue formellement à l'aide de l'équation (11.17). En effet, si K < 1, c'est- 
à-dire si l'énergie du pendule ne permet pas de faire un tour complet sur 
lui-même, le mouvement sera oscillant, atteignant une amplitude maximale oax. 
La constante K peut alors s'écrire K = — cos na (car à = 0 lorsque 6 = max). 
Ainsi, 
T/4 Pmax 
D? = 28 (COS P—COS Pmax) > ÿ dt = U = ce 

0 4 0 V/2w0(C0S P — COS Pmax) 
L'intégrale qui intervient dans l'expression précédente est reliée à une fonction 
tabulée dans la littérature, dont le développement limité permet de retrouver la 
formule de Borda (11.20)!. 








Autres exemples de système d'ordre 2 sans 
frottement 





On rappelle que tous les systèmes physiques sans frottement, autour de leur position 
d’équilibre, ont un comportement d’oscillateur harmonique. On va considérer quelques 
exemples dans la suite. 





1. Notons que l’on peut retrouver la formule de Borda par une approche différente, basée sur la théorie 
des perturbations. Cependant, il y a une petite complication du fait que la solution perturbative diverge à 
cause d’un phénomène de résonance. Ainsi, il faut utiliser la méthode de Lindstedt pour supprimer cette 
divergence et obtenir un résultat fini lorsque la méthode des perturbations est appliquée à l’oscillateur 
anharmonique sans frottement. 
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3.1 Oscillations d'une molécule diatomique 


L'énergie potentielle correspondant à la force qui s’exerce entre les deux atomes d’une 


molécule diatomique peut être modélisée par la fonction suivante 


E, (x) = Eo (2) -2(2)) (11.21) 


T 


T 


où x désigne la distance entre les atomes de 
la molécule, tandis que E, et x sont des E, (x) 
constantes positives. La fonction E,(x) est + 
tracée ci-contre. À très courte distance, il y 
a une force de répulsion!, et à plus grande 
distance une force attractive. La position 
d'équilibre x est obtenue pour Ce = 
0. On montre immédiatement en dérivant 
l'équation (11.21) que %eq = To. Au mini- _x, 
mum, l'énergie potentielle vaut E,(xo) = 
—Es. 

Au voisinage de la position d'équilibre, on peut effectuer un développement de Taylor 
de cette fonction à l’ordre 2 pour obtenir : 

















dE x to) dE 
E)(æ) © E,(to) +(x — 20) 2 : : 2 > T 


20 
=0 

Aünsi, on obtient, à un terme constant qui ne produit pas d’effet physique, une énergie 

potentielle de type « rappel élastique », 


1 72E 
E, (x) = —Eo + 5 Ker(æ zo)” avec ker = _ 
Ô 








Ainsi, la pulsation caractéristique d’oscillation de la molécule diatomique s'écrit? 


| Kegr 72E0 
Wo = —;, = 2 
m ML 


Le calcul qui vient d’être effectué permet d’estimer les fréquences d’absorption et 





d'émission de la molécule diatomique. Pour une énergie Fo de l’ordre du Rydberg 
(quelques eV, c’est-à-dire l’énergie d’ionisation), une distance x, de l’ordre de l’Ang- 
strôm (c’est-à-dire la taille typique d’un atome), et une masse de l’ordre de la masse 
d’un proton, on obtient une pulsation de l’ordre de 10! rad.s”! 
ordre de grandeur pour les fréquences d’absorption des molécules. 


, ce qui donne le bon 





1. Cette répulsion est très importante car la pente de EF, est forte. Physiquement, cette force provient 


de la répulsion électrostatique entre les nuages électroniques des atomes. 
2. Vous comprendrez ultérieurement qu’il faut prendre pour m la masse dite « réduite » du système 


diatomique, à savoir m = mim2/(m1 + ma). 
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[3] Autres exemples de système d'ordre 2 sans frottement 


3.2 Oscillations d'un flotteur 


On s'intéresse aux oscillations d’un bouchon de liège de forme cylindrique qui flotte 
verticalement à la surface de l’eau. Le bouchon a pour hauteur À et pour rayon R. La 
masse volumique du bouchon, supposée homogène, est noté p,, et celle de l’eau p.. On 
suppose que P, < pe, donc le bouchon flotte. 


La position du bouchon est repérée par la À 1 

coordonnée z de son centre de gravité G. P; 

L’axe OZ est vertical et dirigé vers le haut. R 

Le point O est au niveau de la surface de FRE nr 

l’eau (z — 0). On note g l’accélération \ol / niveau d’eau 


de la pesanteur terrestre. On suppose que le 
bouchon garde toujours son axe vertical et 
on négligera toute force de frottement. Les 
forces -3 agissent sur le bouchon sont le 





— 
poids P et la poussée d’Archimède P,. P 


Le poids a comme point d’application G, tandis que la poussée d’Archimède à comme 
point d’application le barycentre du volume immergé. Dans notre situation où le mouve- 
ment est selon un seul axe, le point d’application n’apporte rien à la physique du système. 
La hauteur du cylindre immergé s’écrit h/2— z (avec z < 0). Ainsi, le volume immergé 
s'écrit : 


im. (2) = TR? ( — 2) 


V 
— 
P, = Ÿ. Or, 


N — 
A l’équilibre, P + 
— — 
P — md = _myge — —TrR?hp;ge et P, — Vim PeJEZ 
On en déduit la position z4 du centre de masse à l’équilibre 


h 1% 
TR°hp5g = TR? ( = Zu) PeI 7 eq — h G — =) 


Cette expression possède des cas limites que l’on discute ci-dessous : 


— Si py € Pe; eg — h/2. C’est la situation où le poids est négligeable, le bouchon 
remonte presque entièrement en dehors de l’eau : le bord inférieur du bouchon affleure 
avec le niveau de l’eau. 


— Si Ph —+ Pes Leg — —h/2. La densité du bouchon tend vers celle de l’eau, donc le 
bouchon va se mettre à l’équilibre tel que le haut du bouchon affleure avec le niveau 
d’eau. 


L'application de la deuxième loi de Newton permet d’obtenir 


du + = h 
ma = P+P, —= rR?hpiie; — —TrR?hp;ge + TR? (à — :) Pege, 
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c’est-à-dire 
AP g+ Fe nee 
R Pr 295 R pi ë 


On a donc une équation différentielle d’ordre 2 sans frottement, que l’on peut écrire 





sous forme canonique 


L 9 Pe 
Ë +wÿz = LÉ Sa avec Wp — 4) — 


k pr 


La solution s’écrit comme la solution homogène z;(t) = A cos(wot) + B sin(wot) 
plus la solution particulière z,(4) = 2 (qui est une solution évidente de l’équation 
différentielle). Ainsi, 


2(t) = 2e4 + À cos(wot) + Bsin(wot) 

On détermine À et B par les conditions initiales. Si on suppose que l’on soulève le 
bouchon d’une quantité Az, par rapport à sa position d’équilibre, et qu’on le lâche sans 
vitesse initiale, on peut écrire 

at=D=r + A, = AA 
Pour trouver B, on calcule à, 
2 = —Auws sin(wot) + Bw cos(wot) 
Et donc Z(t = 0) = 0 implique B = 0. La solution s’écrit finalement 
2(4) = 2eq + AZ Cos(wot) 


avec une période des oscillations qui vaut 


2 [h 
1e ee 
wo 9 Pe 


La mesure de cette période permet de remonter au rapport des masses volumiques 
Po Pe; et donc à la masse volumique du bouchon. 


3.3 Oscillations dans un tube en U 

On s'intéresse à un tube en U rempli d’eau (supposé 
incompressible et de masse volumique p). Le tube est 
ouvert de part et d’autre. La section du tube est no- 
tée S. La longueur totale de la « colonne » d’eau est 
notée L. Puisque l’eau est incompressible, cette lon- 
gueur reste constante. On suppose qu'avec un piston 





on aspire d’un côté pour remonter la colonne d’eau 
d’une quantité 2 par rapport à la position d’équilibre 
(voir la figure ci-contre). 

À l'instant £ — Os on enlève le piston. On cherche à déterminer le mouvement z(t) 
de la « colonne » d’eau en négligeant tout effet de frottement. 
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[3 ] Autres exemples de système d'ordre 2 sans frottement 


L'énergie potentielle de pesanteur, lorsque le niveau d’eau est à la hauteur z, peut 
se calculer en sommant les contributions dE,, correspondant à une couche de hauteur 
dz à la hauteur z. Ainsi, en prenant comme référence d’énergie potentielle la situation 
lorsque z = 0, on obtient finalement 


dE, =drex gz= (pSdé)gs = E,=2*% | pSgzdz = pgSz° 
0 


Le facteur deux provient de la contribution au dessus du niveau d’équilibre dans la partie 
droite, qui est positive, moins celle correspondant au trou en-dessous du niveau d’équi- 
libre à gauche (qui est négative et de norme égale à la première contribution). L'énergie 
cinétique s’écrit ensuite 


1 1 
E. = M# —= ISLE 


Puis le théorème de la puissance mécanique permet d’obtenir l’équation différentielle 
vérifiée par z(t), 


dE» 29 
=0 = Z2+—2:—0 
dt L 
On obtient donc une équation d’oscillateur harmonique avec une pulsation wo — 


1/2g/L. 


3.4 Mouvement dans un champ magnétique 





On s'intéresse dans cette partie au mouvement d’une particule de masse m et de charge 
q plongée dans un champ magnétique uniforme et constant B — Be. La deuxième loi 
de Newton s’écrit 


#2 < PR % : dv; < 
La composante selon z de l’équation précédente implique %Æ — 0. Ansi, la com- 


posante de la vitesse parallèle au champ magnétique se conserve. On suppose d’abord 
que cette composante est nulle de telle sorte que le mouvement aura lieu dans le plan 
(xOy). En projection sur les axes x et y, la 2LN fournit deux équations différentielles 
couplées, 








dv, 
ma — qBu, 
dv, 
4 = Bu, 
me gBv 


En dérivant une fois ces équations, on vérifie aisémment que v, et v, vérifient deux 
équations différentielles découplées d’ordre 2, 


B 
Ür +uwÿus = 0 et Ü,+uwiu, = 0 avec up — 2? (11.22) 
m 
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où w, est appelée pulsation cyclotron. En se rappelant par ailleurs que la force de Lorentz 
magnétique ne travaille pas, on en déduit d’après le théorème de l’énergie cinétique que 
la norme de la vitesse doit rester constante, v} + vf = vj. 


__ Exercice 11.3 


Résoudre les équations (11.22) en prenant comme condition initiale dv (4 == 
Voez. Vous utiliserez le fait que la norme de la vitesse est constante. Montrer ensuite 
que si la particule part de l’origine en t — 0, les équations horaires de la trajectoire 
s’écrivent 

Vo 


= ral — cos(wot)) 
(0) = © sin(uut) 


En déduire que le mouvement est circulaire et déterminer le rayon R de la trajectoire 
ainsi que les coordonnées de son centre. 











Si la composante de la vitesse initiale selon l’axe z n’est pas nulle, alors le mouvement 
général est celui d’une hélice, qui est la combinaison du mouvement circulaire calculé 
précédemment et d’un mouvement de translation uniforme. 


Quiz 11.19 


Un proton entre dans une zone de champ magnétique B uniforme. Quelle courbe 
représente la trajectoire de la particule ? 


© © Q|@ @ © 


DÉERONES 
HO Qu» 








Corrigés des quiz 





Chapitre 1 


11:14, 12:3, 13:11, 14:1, 1.5 :3, 1.6 : 3, 
17:14, 18:14, 1.9:2, 1.10:2, 1.11:4, 1.12:1. 


Chapitre 2 
2.1:1, 2.2:3, 2.3:2, 24:4, 2.5:3, 2.6:3. 


Chapitre 3 


3.1:2, 3.2:2, 33:3, 34:2, 35:2, 3.6:3, 
3.7:3, 38:4, 3.9:1. 


Chapitre 4 


4.1 :2, 4.2 :2, 4.3 : 3, 4.4 : 1, 4.5 : 3, 4.6 : 4, 
4.7 :4, 4.8 :2, 4.9 : 3, 410:2, 4.11:2, 4.12:4, 
413:1, 4.14:4, 4.15:4. 


Chapitre 5 


5.1:3, 5:2:.2; 5.3 :2, 5.4:3, 5.5 :2, 5.6:6, 
5.7 :3, 5.8 :2, 5.9:1, 5.10:2, 5.11:2, 5.12:3, 
5.13:1, 5.14:1,  5.15:3, 5.16:2, 5.17:4, 5.18:3, 
5.19:8, 5.20:5. 


Introduction partie 11] 


H1:3, 12:14, 1N13:2, 11.4:1. 


Chapitre 6 


6.1 : 3, 6.2 :1, 6.3 : 3, 6.4:1, 6.5 : 4, 
6.6 : 2, 6.7 : 3, 6.8 : 2, 6.9 : 2, 6.10 : 3, 
6.11:P1:4etP2:1, 6.12:7, 6.13:9, 6.14:6, 6.15:2, 
6.16 : 3, 6.17:2, 6.18:2, 6.19:3, 6.20:1. 


© 
Le] 
= 
5 
A 
o 
Q 
D] 
2 
‘È 
8 
5 
& 
= 
© 
É 
= 
= 
9 
5 
& 
8 
a 
] 
d 
2 
5 
© 
E 
[ 
m 
© 
É 
3 
[a] 
© 


249 


Corrigés des quiz 


Chapitre 7 


7.1:2, 7.2:7, 7.3 :4, 74:5, 7.5 :4, 7.6:2, 


7.7:2, 7.8:1, 7.9:2, 710:4, 7.11:1, 7.12:3, 
713:4, 7.14:3, 7.15:2, 7.16:2, 7.17:1, 7.18:4, 
719:3, 7.20:1, 7.21:3, 7.22:1, 7.23:3, 7.24:2, 
7.25:4, 7.26:2, 7.27:2, 7.28:1, 7.29:3, 7.30:4, 
7.31:2, 7.32:3, 7.33:2, 7.34:3 


Introduction partie IV 


MT:5, IV2:3. 


Chapitre 8 


8.1 :2, 8.2 :2, 8.3:3, 8.4:2, 8.5 : 3, 8.6 :1, 
8.7 :1, 8.8 :7, 8.9:3, 8.10:4, 8.11:4, 8.12:2, 
8.13:3, 8.14:4, 8.15:1 8.16:6 8.17:4 8.18 :2. 


Chapitre 9 


9.1:1, 9.2:5, 9.3:5, 9.4:6, 9.5 :2, 9.6 :3, 
9.7:3, 9.8:7, 9.9:1, 9.10:5, 9.11:1, 9.12:1, 
9.13:2  9.14:3, 9.15:3, 9.16:4, 9.17:3, 9.18:2, 
9.19:5, 9.20:5, 9.21:5, 9.22:3, 9.23:3, 9.24:2, 
9.25:1, 9.26:2. 


Chapitre 10 


10.1 :2, 10.2:1, 10.3 :2, 10.4 : 3, 10.5 : 4, 
10.6 :1, 10.7 :2, 10.8 : A-2, B-3, C-9, D-9, 

10.9 : 2 10.10:1, 10.11:2, 10.12:3, 10.13 :2, 
10.14 :1 10.15:3, 10.16:1, 10.17:2, 10.18 :2, 
10.19:3, 10.20 :1. 


Chapitre 11 


11.1:3, 11.2:4, 11.3:1, 11.4:3, 11:55:38; 
11.6:1, 11.7:4, 11.8 :1, 11.9:2, 11.10 :2, 
11.11:2, 11.12:4, 11.13:2, 11.14:2, 11.15:2, 


11.16:BEetF 11.17:2, 11.18:2, 11.19:2. 


250 





© 
Le] 
= 
5 
A 
o 
Lo] 
Q 
2 
‘È 
8 
5 
C1 
= 
© 
É 
= 
£ 
9 
5 
& 
a 
a 
] 
à 
2 
5 
© 
E 
[ 
m 
© 
É 
3 
A 
© 


Corrigés des exercices 


Chapitre 1 


Exercice 1.1 


1. La quantité de mouvement p — mv est reliée à la longueur d’onde de De Broglie 
À grâce à la constante de Planck, p — mv — h/À. Ainsi, la masse peut s’écrire 
m = h/(Av). Cela justifie que l’unité du kilogramme puisse se construire à partir 
de h, du mètre et de la seconde (voir les flèches arrivant au kg sur la figure 1.1) 


2. On peut utiliser la relation bien connue E — mc, de telle sorte que 1J — 
1kg.m?.s ?. 


Exercice 1.2 On peut utiliser la relation E — kgT et le fait que [E] = ML?T-?. 
Ainsi, pour définir le kelvin, il faut kg, le kilogramme, le mètre et la seconde. 


Exercice 1.3 La force s'écrit F — ma, donc 1N = 1kg.m.s ?. Le Watt peut se 
relier à l’énergie en utilisant la relation P — E/t reliant la puissance à l’énergie. En 
utilisant ensuite l’unité de l’énergie vue dans un exercice précédent, on trouve 1 W — 
1.57! = 1kg.m°?.s *. La pression p est une force par unité de surface, p = F/S, ainsi 
1Pa — 1N:m * = 1kg.m !.s ?. Pour le Volt, on peut utiliser la relation P = UI, 
où P est la puissance et I l’intensité du courant. Le Volt est une unité de tension, donc 
LV=TLWAT = Tkéemis AE 


Exercice 1.4 Puisque 1/ — 1dm° — 10-*m*, on trouve immédiatement que le 
nombre de bouteilles N s’écrit 
900 
N=— x 24 x 3600 = 4,3 x 10!° 





10 


soit 43 milliards de bouteilles par jour. En prélevant un pourcent de cette quantité, 
on pourrait fournir un litre par personne et par jour à l’ensemble de la population 
européenne. 


Exercice 1.5 Le diamètre de la Lune est d’environ 3470 km et celle-ci se situe à 
environ 384 000 km. Son diamètre angulaire est donc de ag = 3470/384000 = 9 x 
107% rad = 0,5°. Pour le Soleil, de diamètre 1, 39 x 105 km et situé à 150 x 105 km, on 
trouve &; © 0,5°. Aïnsi, le diamètre angulaire de la Lune et celui du Soleil, vus depuis 
la Terre, sont essentiellement les mêmes. Il est donc possible que la Lune éclipse le So- 
leil. De même, les éclipses de Lune sont possibles, car le diamètre angulaire de la Terre 
vu de la Lune est supérieur à celui du Soleil vu de la Lune (qui vaut sensiblement @.;). 


Exercice 1.6 
1. Non car on peut écrire v = L/T. 


2. Non car on peut écrire E = mu. 
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3. Oui car [E] = ML?T-?, [m] = M et [L] = L. Ainsi, il manque la dimension du 
temps pour fabriquer une énergie à partir d’une masse et d’une longueur. 


Exercice 1.7 L'équation est homogène car [gt] = [g][t?] = LT ?T? = L, [vot] = 
[vo]lé] = LT IT = Let [20] = L. 


Exercice 1.8 Pour que l'équation soit homogène, il faut que [F] = [mAc?r], donc 
MLT?=M{AJÈTÈL = [AJ=L? 
Exercice 1.9 L'analyse dimensionnelle s’écrit 


ra 
MET = {gl = =MLUT 


Exercice 1.10 


1. Posons T — kG°p”, avec k une constante sans dimension. Puisque [G] — 
M'LÈT ? et [p] = ML'*, on doit avoir 


T _ MrS+TÉI Sa-36T 24 


Ce qui fournit le système suivant à résoudre : 


—a + 8 =0 
3a — 36 = 0 
—2a = 1 


Et donc à = —1/2 = B, c’est-à-dire T = k//Gp. Une façon plus rapide de trouver 
le résultat consiste à constater que pour se débarasser de la dimension de masse, il 
est nécessaire de multiplier G par p. Or, [Gp] = T-?, donc pour former un temps 
il faut prendre (Gp)-!/2. Ce genre de raisonnement est plus rapide que de poser un 
système dans les cas simples. 


2. La masse volumique a pour dimension [p] = ML. La tension superficielle est une 


force divisée par une longueur, donc [o] = al = MLT® — MT? On cherche une 
relation sous la forme 
f = KR°f07 


Par homogénéité, on doit avoir 
[1 = [RI{Flol = T° = LMÉL MT 


On en déduit le système d’équations 


0=8+7 Y=3 
0O=a—-38 —= B = —; 
—1 = —-27 a = —$ 
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Ainsi, f =k, re: On peut vérifier rapidement l’homogénéité de cette expression. 
On voit sur l’expression précédente que le dénominateur est proportionnel à la masse 
M de la goutte d’eau. Aïnsi, on peut aussi écrire 


ELTE =  fVM=cte 


Donc si les masses sont différentes, les fréquences de vibration seront différentes. En 
particulier, 


f'/f = VM/M don M<M = f>f 


Exercice 1.11 La pression est une force par unité de surface, or on peut écrire la force 
comme GM°?/R? et une surface comme R?. Ainsi, 


GM? 
Fine, 
Exercice 1.12 On trouve facilement 
GM 
C 


Cette relation permet d’estimer le rayon d’un trou noir en fonction de sa masse. 
Exercice 1.13 


1. Une analyse dimensionnelle fournit 


[cpSv°] = [c] ML *L?L?T? = MLT ? = [F] 
= 


=1 
| P 
Vlim — k pS 


3. Le poids est proportionnel à la masse, P x m œ L*, tandis que S x L?. Ainsi, 
Vlim X VD, Donc les grands animaux tombent avec une vitesse de chute plus grande, 
ce qui diminue leur chance de survie à la réception. 


2. On trouve 


Chapitre 2 


Exercice 2.1 L'énergie cinétique s’écrit classiquement Ec = smu?. Une particule de- 
vient relativiste lorsque v + c, donc lorsque l’énergie devient de l’ordre de mc? (qui est 
l’énergie au repos). Pour un électron, cela donne 511 keV, et pour un proton 940 MeV. 
Un photon, lui, est toujours relativiste car il se déplace à la vitesse de la lumière. C’est 
la raison pour laquelle l’électromagnétisme est une théorie relativiste. 


Exercice 2.2 Onse rappelle que E = hv, donc [h] = [ñ] = [EÏT puisque [v] = T-*. 
De même, p = h/X, donc [A] = [p]L. 

Exercice 2.3 On peut écrire E. + 2MR?w° + 6 x 10%J. Ainsi, en multipliant 
par la période de rotation T — 86 4005, on trouve une action + 6 x 10% kg.m?.s"!. 
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L'action est donc très grande devant À = 10 %*kg.m?.s"!, le système est classique. 
Pour un atome d'hydrogène, E, = 5 x 107 8Jett, = 2 x 10717$, donc l’action est 
de l’ordre de 10%? À. Le système est quantique. 


Exercice 2.4 On trouve facilement C4 = 10°, C4 © 1075, Caioïte à neutron = 1071 
(en gros une masse solaire dans une boule de rayon 10 km) et Cirou noir 1. À un facteur 
2 près, la dernière relation est en fait la définition de la taille (l’horizon) d’un trou noir. 


Exercice 2.5 On rappelle que puisque E = Av, [h] = [E]T. Enutilisant E — mc, on 
détermine par ailleurs [E] = ML?T-?, donc [A] = [k] = ML?T-!. Pour , on utilise 
l'expression de la force de Coulomb, F = «/r?, donc [x] = [F]L? = MLŸT-?. On 
va maintenant construire les échelles caractéristiques à partir des grandeurs pertinentes 
du problème et d’une analyse dimensionnelle. On cherche une longueur £, telle que (on 
enlève le préfacteur numérique k sans importance pour estimer un ordre de grandeur) 
Lo=hkôm} = [6] =[N°{xÉIm" 
Puisque [£.] = L, on tire 
D = (ML2T-2)(MÉL#T-28)M" _ M°+8 TL 20H88 T—(0+28) 


On obtient ainsi le système d’équations suivant 














a+B+7=0 à = 2 

2a +35 =1 > = —] 

a +28 = 0 y = —1 
On trouve finalement 

F2 
Le = 
ek 
De la même façon, on obtient 
h3 Le Kk se iRe 
ee Ce D cp 


Les applications numériques fournissent 


= 50pme05À , 42x10 s , ve2x106ms ! , 


E, = 5 x 107 8J = 30eV 


Ces échelles naturelles doivent fournir des ordres de grandeurs naturels. La longueur 
caractéristique est le rayon de Bohr, c’est en effet la taille typique d’un atome. Le temps 
caractéristique est la période typique d’orbite de l’électron de l’atome d’Hydrogène. On 
constate que la vitesse des électrons est non relativiste, v. — 107? c, ce qui justifie a pos- 
teriori qu’il ne fallait pas considérer c dans nos grandeurs pertinentes à considérer. Pour 
l'énergie, on trouve le bon ordre de grandeur des énergies en jeu dans l’atome d’hydro- 
gène (l’énergie que l’on trouve est deux fois ce qu’on appelle le Rydberg) puisque l’éner- 
gie d’ionisation est de 13,6 eV. La fréquence caractéristique s’écrit v, — 1/t..Ontrouve 


v. © 5 x 10! Hz 
On est dans le proche UV. 
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Exercice 2.6 Grâce au théorème énoncé (théorème de Gauss), la force s’écrit comme 
celle entre deux points matériels, donc au niveau de la surface la force s’écrit 


Chapitre 3 


Exercice 3.1 Soit H le projeté orthogonal de M sur l’axe (Oz) de l’hélice. On peut 
naturellement écrire OM = OH + HM. Or, OH = ze} et HM L pe} = Re}. 
Ensuite, on peut exprimer z en fonction de 4 en remarquant que dz/dç = cte, donc 
z(@) = hy/(2x) (de telle sorte que z augmente d’une longueur égale au pas À quand 
fait un tour complet de 27). 





Chapitre 4 


L2 — XL 


to — ti 
de la droite reliant le point de départ (x1,{1) au point d’arrivée (x, t2). 





Exercice 4.1 Le vitesse moyenne s’écrit Unoy = . Il s’agit donc de la pente 


Exercice 4.2 





























AIBICIDIEIF 
Ur > OÙ XXI EX 
Vr =0|X X 
Ux < 0 x 
Exercice 4.3 La dimension de 7 est un temps, [Tr] = T car l’exponentielle ne peut 


prendre que des arguments sans dimension. On obtient ensuite 


t 
x(t) — x(0) = | ve(t)dt = vo [-re-tT = VoT (1 _ er) 
0 
Les représentations graphiques de v.(t) et x(t) sont données ci-dessous. 
Ux(£) 
V0 





Exercice 4.4 
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Exercice 4.5 Si aovo > 0, alors le signe de vw, (t) est toujours le même (soit toujours 
positif, soit toujours négatif). Ainsi, le mouvement a lieu toujours dans le même sens 
(æ(t) évolue de façon monotone). Si, au contraire aovo < 0, alors v,(t) = aot + vo 
va changer de signe lorsque t = —1/ao > 0. Ainsi, la particule fera un demi-tour et 
changera de sens. 


Exercice 4.6 Il suffit d’éliminer le temps t = (v; — vo)/ao et de le remplacer dans 
l'expression de x(t), ce qui donne 


1 Us — Vo \? Vx — Vo 
T = = + Vo + Lo 
2 @o ao 
1 


> TZ — Lo = (u? + V6 — Dogue + 2vrex — Zi) 


2&o 











On en déduit le résultat demandé. Cette relation est parfois très utile, car elle élimine le 
temps et relie la vitesse à la distance parcourue. 


Exercice 4.7 La vitesse se lit graphiquement comme la pente de la tangente de x(t), 
donc la bonne représentation graphique de la vitesse est B. En effet, la vitesse doit être 
nulle initialement, puis être négative (la pente est négative juste après & = 0). L’accé- 
lération se lit graphiquement comme la concavité (courbure) de la courbe x(t), donc il 
s’agit du graphique A (la concavité est d’abord vers le bas, donc la dérivée seconde * 
est négative en { = Ü). 


Chapitre 5 


Exercice 5.1 On part de ww = 1 (vecteur unitaire). En dérivant par rapport au 
temps de part et d’autre du signe égal, on obtient 


Mode CLS 








d 
Et donc Ÿ est bien perpendiculaire à de 


Exercice 5.2 Le nageur nage pendant T = 25. On prend l’axe + comme l’axe de la 
rivière, et l’axe y perpendiculaire à la rivière. On note V7 /R) = Ve} la vitesse de 
la rivière Z” par rapport à la berge Z et (M LA }=T €; celle du nageur par rapport à 
la rivière R’. D’après la loi de composition des vitesses, la vitesse du nageur par rapport 
à la berge s'écrit V(M/Z) = V(M/Z') + V(R/R). Sa norme vaut alors vu = 
Vo? +V? = V12+22ms ! = ÿ5m.s-! (en effet, V(R/R) L V(M/Z'). 
Ainsi, le nageur parcourt une distance de uT = 25 m. Pour arriver pile en face de 
son point de départ dans 7, il faut nue le vecteur vitesse (M /) soit colinéaire à e €. 
Cela implique que V(M/Z) -e ex = 0, donc V — vsin@ = 0, où 0 est l’angle entre 
Ÿ (M/.P") et le vecteur —eZ (4 > 0, il faut partir à contre-courant). Ainsi, sin 0 — 
donc 8 = 30°. 
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Exercice 5.3 On pose É _ Ee. D’après la deuxième loi de Newton, ma = _eF, 
: eE 
donc le mouvement est à accélération constante & — Le Il suffit de remplacer 


ao par eE/m puis de prendre v5, = 0, de telle sorte que (5.19) permet de trouver la 
trajectoire : 


eE 
2 (6 = zo)° 


y(x) = Yo — Imvè 


Exercice 5.4 Puisque [4] — 1, on en déduit que [w] = T-!. 


Exercice 5.5 D’après la loi de composition des vitesses, le vecteur vitesse du point B 
par rapport à la route est la somme d’un vecteur horizontal (vers la gauche) de norme 
v (vitesse du référentiel du vélo par rapport à la route) et d’un vecteur vertical (vers le 
bas) de norme v également (vitesse de B par rapport au référentiel du vélo). En effet, la 
condition de roulement sans glissement (D (C /route) — (0) impose que la vitesse de 
rotation de la roue soit égale à la vitesse de translation du vélo. Aïnsi, la bonne réponse 


est Up = Vu? + v? = V2v. 


Exercice 5.6 La vitesse angulaire initiale vaut 9 — 4x s!. Le freinage est uniforme, 
cela signifie que l’accélération angulaire est constante, donc & = cte = K. En intégrant, 
on détermine la vitesse angulaire, (t) — Kt+420. L'arrêt se produit au bout d’un temps 
T = 0,55, pour lequel &(T) — 0. On peut en déduire l’accélération angulaire $ = K, 








E(T)=0 = KT+%—0 K=-— = -8rs ? 


En intégrant encore une fois @(t), on peut déterminer g(t) = + Kt? + ot (on a pris 


g(t = 0) = 0). Ainsi, &(T) = 7, donc le disque s’arrête en un demi-tour. 
. : en : 4 ÿ dv — 
Exercice 5.7 Dans ce cas, il faut choisir la direction 3, à cause du pr e; dans 


l'expression (5.30) du vecteur accélération dans la base de Frenet. 


Chapitre 6 


Exercice 6.1 
— Pour un proton se déplaçant vers la droite au niveau du point B, la force est nulle car 
le vecteur vitesse et le champ magnétique sont colinéaires. 


— Pour un électron se déplaçant verticalement vers le haut au niveau du point C, la force 
est perpendiculaire à la feuille et pointe vers vous (e < 0). 


— Pour un proton au repos au niveau du point D, la force est nulle car la vitesse est nulle. 
Exercice 6.2 Si l’objet est totalement immergé, le volume immergé est le même. Or, 


la masse volumique de l’huile est plus petite que celle de l’eau (car l’huile flotte sur 
l’eau). Ainsi, la poussée d’Archimède est plus petite dans l’huile que dans l’eau, pour 
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un même objet entièrement immergé. Si l’objet flotte et n’est donc pas entièrement im- 
mergé, alors un bilan des forces implique que la poussée d’Archimède doit compenser 
le poids. Ainsi, dans ce cas la poussée d’Archimède est la même dans l’huile et dans 
l’eau ! Cela s'explique simplement par le fait que le volume immergé sera plus grand 
dans l’huile que dans l’eau (l’objet s’enfoncera un peu plus dans l’huile que dans l’eau). 


Exercice 6.3 

1. Pour une distance ? donnée entre les deux extrémités, les deux ressorts ont une même 
élongation £ — {4 car ces derniers sont en parallèle. Par ailleurs, la force exercée sur 
une extrémité des ressorts s’écrit comme la somme de la force exercée par le ressort 
k. et le ressort ko, 


F = -&(0— 4)e — ka(£ — Lo)e> = — (ki + ka)(L — Lo)? = —kea(£ — Le) E 


Donc le ressort équivalent de deux ressorts en parallèle est tel que sa raideur s’écrive 
Keq = k1 + k2 et sa longueur à vide Lea = Lo. 








p 


Dans le cas série, pour une distance £ donnée entre les deux extrémités, il n’y a aucune 
raison que l’élongation soit la même dans les deux ressorts. Notons x, et x, les deux 
élongations. Ce que l’on sait, c’est que 1 + x2 = Ÿ — 245. Par ailleurs, les forces de 
rappel élastique sont les mêmes aux différentes extrémités, donc F = k;x1 = ko, 
que l’on cherche à écrire sous la forme F = keq(£ — Leq). 


ko 
kit1 = koto = ko(l — 245 — > = ———({ — 24 
1T1 2T2 2( o — #1) Ti k ape o) 
Et donc 
kiko 
F = k1T1 —= en = 240) —= kate nn Le) 
MR : ki ko 

On retrouve donc la relation (6.17), qui est équivalente à keq = ———. 

k1 + ko 


Exercice 6.4 Pour traiter cet exercice, l’idée consiste à découper le système {m1 + 
m+m} en deux systèmes, que l’on coupe au niveau de l’abscisse x du fil. Le système 
de gauche possède la masse m1 +m(x), où m(x) = m/ L est la masse du fil comprise 
entre la voiture et l’abscisse x. Le système de droite possède la masse m2 + my — 
m(x) = m2 + my(1 — x/L). La 2LN appliquée successivement aux deux systèmes 
donne 
(ms +mye) a = "T(#) et (ms +m/ (1 — =) a=F-T(x) 

En éliminant l’accélération a, on trouve finalement 

z 
Mi + MF É 


FÉES —————— 
Mi + M2 +M/ 


Autrement dit, la tension augmente linéairement entre T;, la valeur au niveau de la 
voiture, et T°, la valeur au niveau du camion. 
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Chapitre 7 


Exercice 7.1 La force de traction F s’écrit F — Ma. Avec une remorque de masse 
M, cette force est toujours la même, donc F = Ma = 2Ma’. On en déduit que a’ — 
a/2 = 1,5m.s ?. Avec une même force de traction, l’accélération sera deux fois plus 
faible si la masse est deux fois plus grande. 


Exercice 7.2, Le Us se mettra à glisser lorsque R; = u,R,. Puisqu’à l’équilibre, 
R; +R, + P = 0, on en déduit que R, = PsinaetR,, = P cos a. L’angle max 
R; 
R, 


nm 
égal à l’angle du cône de frottement. 


est donc tel que tan Gmax = = u,. En conclusion, l’angle du plan incliné doit être 


Exercice 7.3 On peut s’intéresser à la montée. La vitesse s’écrit v,(t) — vo — gt. 
Celle-ci s’annule pour T = v/g. La durée pour atteindre le haut de la trajectoire est 
donc égale à T,, et celle pour revenir au sol 2T = 2v6/g = 65. 


Chapitre 8 


Exercice 8.1 Le travail de la force s’écrit comme l’aire sous la courbe, W — 


z$ 
F,(r)dx.= 21, 
0 
Exercice 8.2 On a vu que le travail s’écrit W_,g = —f£{ag. Donc pour une ligne 
droite, cela fait Wa, = —f x AB = —-2fR = —6001J. Pour l’arc de cercle, on 
obtient Wap = —f x mR = —940]J. Les deux résultats sont différents, ce qui 


montre bien que cette force de frottement est non conservative. 
Exercice 8.3 D'après le théorème de la puissance cinétique, 


des. 1. dé , 2% 
= 2m — SE 
dre nn 











puisque la puissance P est constante et que la vitesse est nulle à l’instant initiale (u(t 
0) — 0). Au bout d’un temps T = 6s, la vitesse vaut V = 100km.h"!. Ainsi, V? — 
(2P /m)T. En remplaçant l’expression de 2P /m, on trouve finalement 

U 


2 ot : 
we + rer(s) 
VU VT > V 


Ainsi, pour v = 2V, il faudra un temps { = AT = 245. 


Exercice 8.4 On utilise le théorème de l’énergie cinétique entre l’instant initial £ = 0 
quand la vitesse vaut v, et l’instant final {; où la vitesse vaut v}, 
1 2 2W xt 


1 ts 
Si — 70 = Wix = | EGoidé vi = VS + 
0 
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Le travail étant l’intégrale de F,, il s’agit de l’aire sous la courbe du quiz 8.5, donc 


Wex = 1,5 X 10°). On trouve ensuite v;  51m.s”!. 


Chapitre 9 
Exercice 9.1 L'énergie potentielle des deux ressorts en série s’écrit 
1 1 
E, cts. — 9 kit: F 9 kit? 


on doit chercher les valeurs de x, et x2 avec la contrainte que la somme x: + x2 soit 
une constante x donnée. Ainsi, pour minimiser l’énergie potentielle, il faut chercher le 








minimum de la fonction E,, tas. (21) = 3 k17? + 3 k2(x — x)? en fonction de x:. 
dE, elas ko 
© =0 = km —-kofx — x 0 x ——— x 

de 121 — ko 1) ere 

Ainsi ki : 

insi, To = ——— € 
2 ki+k 








1 KE ke 1 kik 1 
pri k 2 k 1 2 172 2 ke 2 
p,elas. ;( 1 +6) de mp) x q® 


Ce qui est bien le résultat (6.17). 


Exercice 9.2 Les forces sont conservatives, donc l’énergie mécanique se conserve. Au 
moment du demi-tour, la vitesse est nulle, donc l’énergie cinétique s’annule. Quand la 
particule est à l’infini avec la vitesse initiale vo, c’est l’énergie potentielle électrostatique 
qui est nulle. Ainsi, la conservation de l’énergie entre la position initiale à l’infini et la 
position finale au moment du demi-tour s’écrit 


1 qaQ qQ 
Eni =Ems =  zmu +0=0 Se = 
S Ë Dr L ArEod 27rEpmvË 





Exercice 9.3 Utilisons la méthode astucieuse qui demande le moins de calcul, à savoir 
se placer dans le référentiel dans lequel T2; — (0. Dans ce référentiel, on connaît le 
résultat, 1l est donné par les équations (9.23). On fait maintenant un changement de 
référentiel pour se placer dans un référentiel quelconque dans lequel la vitesse initiale 
de la boule 2 s’écrit v2;. Pour cela, d’après la loi de composition des vitesses, il suffit 





de remplacer D; ; par Di; — Uoi, Va, Par Vi, — Vo; Et Vo f par Vo f — Vo; Ainsi, pour 
Vif, On a 








De même, on trouve immédiatement le résultat voulu pour vf, 


2m (ü . ) =" > 2m: … 
Va, Voie ——— "(Uri — Vo U2,f — Vii V2 i 
Î M1 + Mo ! ‘ Mi +M Mi +M 
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Exercice 9.4 L'énergie mécanique au rebond n est reliée de façon simple à la hauteur 
k, du rebond. En effet, au niveau du sommet du rebond, la s’annule, et donc l’énergie 
mécanique est égale à l’énergie potentielle gravitationnelle, 


En =; HE, = mo 
Aüinsi, la relation de définition de y permet d’écrire 
Essen). sh =k(l=# 
Il s’agit d’une suite géométrique de raison (1 — y). Ainsi, 
Ra = ho(1 — 1)" 


Cette suite tend vers zéro quand n — co, et cela de façon exponentielle. En effet, on 
peut récrire h, en fonction de n sous la forme 


h, _ her In(1—y) 


avec In(1 — u) < 0, donc l’exponentielle est décroissante. Pour la durée totale, il faut 
sommer les durées T,, de tous les rebonds complets, et ajouter la durée de chute avant 
le premier rebond. Nous avons déjà démontré dans l’exercice 7.3 que le temps d’aller- 


retour d’une chute libre s’écrit, en fonction de la vitesse v,, au moment du départ du sol, 


2v . ; 
T,, = =. Or, d’après la conservation de l’énergie lors de la montée, v, = 4/2gh;, 


[2hn 
donc T, — 214/ ——. Aïnsi, la durée totale des rebonds s’écrit 


9 
2h D 2h De 

T= + SV = + NN - y)" 
9 — 9 Le 


En utilisant que la somme d’une série géométrique s’écrit 3,52, a" = -%—, on en déduit 


(TE) 


4 [2h 
Si la perte d’énergie est faible, u < 1, on trouve T — — CE temps est fini, mais 
HV 9 








tend bien vers l'infini quand 4 — 0. 


Exercice 9.5 La distance au centre s’écrit, en cartésien, r(x, y, z) = Va? + y? + 22. 
Ainsi, 

Or | dr - dr | Te? + ye} + 2e} L OM 

Or dy * “02 | Va? Ty +27 OM 

C’est donc exactement le même résultat qu’en coordonnées sphériques, à savoir le vec- 
teur unitaire radial vers l’extérieur. Et c’est heureux ! En effet, le gradient est bien sûr 


une grandeur indépendante du système de coordonnées dans lequel on le calcule (même 
si certains systèmes de coordonnées seront plus adaptés). 


= 
grad d (x, y, 2) à 
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Chapitre 10 


Exercice 10.1 En partant de l’équation (10.4), on voit tout de suite, puisque la vitesse 
initiale est nulle, que l’accélération initiale se réduit à l’accélération de la pesanteur, 
a, — Ÿ, — g. On peut retrouver ce résultat est dérivant explicitement v,(t) et en 
l’évaluant en t — 0. Dans la limite asymptotique £ — oo, la vitesse tend vers une 
constante Viim, donc l’accélération tend vers zéro. 


Exercice 10.2 L’équation différentielle s’écrit désormais d, + v,/T — —g. La so- 
lution générale s’écrit alors v,(t) = Kexp(—-t/T) — gr. On détermine K avec la 
condition initiale v,(0) = vo, de telle sorte que K = vo + gT. Ainsi, 


v.(t) = (vo + gT) exp (-<) — QT 


Pour trouver v, dans cette situation par rapport à la situation de l’axe descendant, il suffit 
de remplacer g par —g. 


Exercice 10.3 Il suffit d'intégrer la vitesse générale v, (t), 


z(t) — 20 = L v,(t)dt = Î (gr + (vo — gr)e *) dt 


Donc 





d 
2(t) = 20 + gTt + T(vo — gT) l exp ( )] 
= 
Exercice 10.4 On constate que T(t) — Tiny vérifie une équation homogène, donc 
T(t) — Ten = Kexp(—Àt) = (To — Tenv) EXP(—Àt) (10.23) 


où Ts — 37°C est la température du corps à l’instant t — 0 du décès. En formant 
le rapport de l’équation précédente pour deux valeurs t{. et t du temps, on peut se 
débarasser de K, 


T(t2) EE T'env 


Te) SPA 6) + Afo-h)= Im 





T(t2) nn T'env 
T(t:) w T'env 
1 PT 


À = l © 1,9 x 104$! + 0,69h-! 
Lo — A ° T(t:) — Liv i L | . 





Munis de À, nous pouvons remonter à {, grâce à la relation (10.23), 


1 T a T'env : 
Li = x In qu Th © 2h5min 





Aüinsi, la personne est morte vers 21h55 (c’est-à-dire 2 heures et 5 minutes avant minuit). 
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Exercice 10.5 L’équation (10.24) s'écrit, en fonction de M(t), 


(2)= Det _ _ M = 7 
d\M 7 Md& M KM Cie 





Il s’agit d’une équation différentielle linéaire à coefficient constant, dont la solution 
générale s’écrit 


M(t) = Aexp(—rt) + k 


On peut déterminer la constante À avec la condition initiale M(t = 0) = 1/N5, donc 
À = F- _ <- Ainsi, 
(e) 


1 ere K 


= 1 ne =  Nt)=N 
N(t) No K CD @) °Ke-"t+No(l—e-"t) 








En multipliant en haut et en bas par e’*, on trouve l’expression (10.25). 


Chapitre 11 


Exercice 11.1 


— Développons la solution en cosinus, 
C cos(wot + D) = C cos p cos(uot) — Csin bsin(wrot) 


Ainsi, À = C cos p et B = —Csin ®. 


— De même, développons la solution en sinus, 
D sin(wot + d) = D cos Ÿ sin(wot) + D sin Ÿ cos(wot) 


Ainsi, À = Dsin Ÿ et B = D cos w. 
— Enfin, développons les exponentielles complexes, 
Ee“*t + Fe-%t LE [cos(wot) + à sin(wot)] + F [cos(wot) — isin(wot)] 


Ainsi, À = E+FetB = i(E — F). Pour que À et B soient réels, il faut que E 
et F soient complexes. Plus précisément, il faut que les parties imaginaires de E et 
F soient opposées (pour que À soit réel) et que les parties réelles soient identiques 
(pour que B soit réel). 


Exercice 11.2 L’énergie mécanique s’écrit 
29{/ E 


1 
E= =m£@° +mgl(1-cosp) = = + (140050) 
2 L \mgl 
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On obtient le résultat demandé puisque w$ — g/L. Le tracé de la trajectoire dans l’espace 
des phases ((, ) dépend de la valeur de l’énergie mécanique. 


E 
— Si TDR 1 > 1, c’est-à-dire E > 2mgf, le pendule a suffisamment d'énergie pour 
mg 


faire un tour complet. En effet, dans ce cas on voit que le membre de droite de l’équa- 
tion (11.17) est toujours positif, et & est une fonction oscillante de 4. Physiquement, 
le pendule fait des tours sur lui-même. 
E 
— Si PE 1 = 1, c’est-à-dire E — 2mg, le pendule a juste l’énergie pour arriver 


mg 
dans sa position haute, qui est une position d’équilibre instable (@ = 0 en 0 = 7). 


La courbe correspondant à ce cas limite est représentée en pointillé sur la figure. 
E 
— Si—— —1 < 1, c'est-à-dire E < 2mg£, le pendule va osciller autour de sa position 


m 
d'équilibre 4$ = 0 [27]. En effet, pour une certaine valeur de 4, & — 0 et le pendule 
fait demi-tour (pour éviter que le membre de droite de l’équation (11.17) ne devienne 
négatif). Dans la limite où &@ < 1 (ou alors 4 reste au voisinage d’une position 
d’équilibre 0 [2x|), on peut développer cos $ + 1—4?/2, detelle sorte que l’équation 


de la trajectoire dans le plan (4, 2) sera une ellipse d’équation @? + wÿ(p° — RE 
m 


IN 27/4 D NE" FX Ir 54 gp 
- - sS E a - 


Exercice 11.3 Les solutions générales satisfaisant les conditions initiales sont v, 
A sin(wot) et v, = vo cos(wnt) + Bsin(wot). En écrivant ensuite que v? + vf = 
on obtient 


2 
0° 


vÿ = A?sin”(wot) + v3 cos (wot) + B?sin-(wot) + 20B cos(wot) sin(wot) 


Cette équation doit être vraie quel que soit {, en particulier pour wot — 7/2. On 
en tire vÿ — A? + B?. En remplaçant dans l’équation précédente, on obtient alors 
2v0B cos(wot) sn(wot) = 0, donc B = 0. Ainsi, finalement, 


Vr(t) = vosin(wot) et v,(t) = vo cos(wot) 
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La position s’obtient alors par intégration, 
t 
U 
z(t) — æ(0) = | ee 
0 


Dave wp 
—=0 


et y(#) — (0) = F. ne = HG 


En exploitant que cos?(wot) + sin*(wot) — 1, on obtient finalement l’équation de la 


2 2 
e-2) (2) 
wo Wo 


qui est un cercle de centre C(vo/wo, 0) et de rayon R = vo/wo. 


trajectoire 


Notons qu’il est possible de retrouver ce résultat d’une autre façon. En effet, les 
équations du mouvement sur v, (t) et v,(t) s’écrivent aussi, sur x(t) et y(t), comme 


ä — woÿ = 0 
Y + wot = 0 


En intégrant une fois la première équation, on obtient % — woy = cte = 0, car 
æ(0) = 0 et y(0) — 0. En remplaçant dans la deuxième équation, on trouve 


ÿ + wÿy = 0 
dont la solution tenant compte des conditions initiales est bien y(t) — — sin(wot). 
wo 
Ensuite, on trouve facilement x(t) grâce à & — woy — 0 et à la condition initiale 


x(0) = 0. 
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PAGE 14 Pour les unités de longueurs, on peut penser à : pouce, yard, année-lumière, 
parsec, unité astronomique, mile nautique, pied, etc. Sans compter toutes les unités his- 
toriques qui ont disparu, comme la coudée, le stade, la toise, etc. Pour les unités de 
temps : minute, heure, jour, mois, année, lustre, etc. 


PAGE 40 La somme d’un nombre infini de nombres positifs n’est pas nécessairement 
infinie ! Prenez par exemple le cas de la somme des 1/n° pour n allant de 1 à l'infini, 
So 1/n° = r*/6. C’est exactement ce qu’il se passe pour Achille, il mettra un temps 
fini pour rattraper la tortue, bien que ce temps s’écrive comme la somme d’une infinité 
de durées positives. 


PAGE 49 La réponse est non, car si & est constant, & doit être constant d’après la 


partie de droite de l’équation (3.7). Donc le mouvement est radial et e} est donc constant 
(on le voit aussi sur la partie de gauche de l’équation (3.7). 


PAGE 94 Et bien non ! Prenez par exemple une sphère (creuse). Le centre de masse 
sera au centre de la sphère (si la sphère est homogène). Or le centre de la sphère n’ap- 
partient pas à la sphère. Autre exemple, si vous prenez un objet en forme de banane, 
disons une barre de fer que vous pliez en forme d’arc de cercle, le centre de masse n’ap- 
partiendra pas à la barre de fer, mais sera un point géométrique dans Le vide (du côté de 
la concavité de l’arc de cercle). Moralité, on ne peut pas toujours suspendre ou tenir un 
objet par son centre de masse. 


PAGE 99 Comme forces de contact, il y a la force exercée par la chaise sur l’homme, 
celle exercée par la marche d’escalier sur l’homme, celle exercée par le journal sur 
l’homme (qui est numériquement égale au poids du journal seulement si le journal n’est 
pas accéléré), la poussée d’Archimède exercée par l’air (donc les forces de pression at- 
mosphérique). Dans les forces à distance, il y a la force gravitationnelle exercée par la 
Terre (le poids), mais aussi les forces gravitationnelles exercées par toutes les autres 
masses dans l’univers (l’atmosphère, la lune, le soleil, les autres planètes, etc.). On peut 
aussi envisager les forces électromagnétiques puisque l’homme n’est pas exactement 
électriquement neutre et qu’il règne un champ électrique ambiant dans l’atmosphère!. 
Bref, on voit qu’on peut dénombrer un très grand nombre de forces, mais seules cer- 
taines seront pertinentes. Ici, ce seront les forces exercées par la chaise, par les marches, 
et le poids. 





1. Et même s’il est électriquement neutre, il y aurait une contribution dipolaire ou multipolaire de 
façon générale. 


Corrigés des pauses réflexives 


PAGE 106 Si un iceberg fond dans de l’eau pur, en effet le niveau de l’eau n’évo- 
lue pas. Cependant, un iceberg fond dans de l’eau salé, et l’eau salé n’a pas la même 
masse volumique que l’eau pure!. Pour trouver le volume Viquise OCCupé par la fonte de 
l’icebere, il suffit d'écrire l’équilibre entre le poids et la poussée d’Archimède avant la 
fonte, puis la conservation de la masse, 


Psalé 
Psaté Vimm. = Piceberg Vtot Du Divuce VEQE > Viiquide = —— V 


imm. 
Pdouce 


Ainsi, puisque Psalé > Pouce» Viiquide > Vimm. €t donc le niveau d’eau va monter. No- 
tons cependant que l’effet principal de montée du niveau de la mer n’est pas l’effet 
précédent, mais provient surtout de la fonte de la glace qui est posée sur un continent 
(glace terrestre) et de la dilatation thermique des océans. 


PAGE 114 La force est la même que celle exercée à l’autre extrémité, au signe près ! 
Il suffit pour cela d’appliquer la deuxième loi de Newton au système constitué par le 
ressort (somme des forces nulle) et d’appliquer la troisième loi de Newton pour relier 
les forces exercées par le ressort aux forces exercées sur le ressort. Donc —= kre}, 
où x est l’élongation. 


PAGE 125 Ici, il faut penser à la présence de l’air dans la voiture et à la pression 
exercée par la masse d’air. Quand la voiture accélère, l’air contenu dans la voiture recule 
au fond de l’habitacle, et fait avancer le ballon d’Hélium vers l’avant’. 


PAGE 127 La Terre tourne sur elle-même, ce qui crée de nombreux effets. Citons-en 
quelques-uns. Si on lance un objet verticalement vers le haut, il retombe en étant dévié 
vers l’est*. C’est clairement en désaccord avec les lois de Newton dans un référentiel 
galiléen ! Par ailleurs, la masse d’air se déplace dans le sens horaire dans un anti-cyclone 
dans l’hémisphère nord (et dans l’autre sens dans l’hémisphère sud), les rails de train 
s’usent de façon dissymétrique, etc. Les trois effets précédents sont liés au déplacement 
dans un référentiel non galiléen (effet de type Coriolis). Enfin, si on mesure le champ 
gravitationnel g autour de la Terre, on se rend compte que celui-ci dépend de la latitude, 
ce qui est en désaccord avec l’équation (2.3). Ceci est un effet de type « entrafnement » 
(ou force centrifuge). 


PAGE 134 Dans le référentiel tournant, le diagramme des forces est normalement le 
même que celui dans le référentiel non tournant. Mais cela pose un problème, car cette 
fois l’accélération de Juliette est nulle, et la somme des forces est non nulle ! ! Il y a donc 
un problème. Celui-ci se résoud à l’aide de nouvelles forces fictives, appelées forces 
d’inerties (ici une force centrifuge radiale, qui viendrait compenser la force centripète 
exercée par le tonneau sur Juliette). 
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1. La masse volumique de l’eau de mer est 2,5% supérieure à celle de l’eau douce. 

2. C’est une poussée d’Archimède effective de direction horizontale, suite à l’apparition d’un gradient 
de pression horizontal au moment de l’accélération. 

3. Le premier à avoir fait ce genre d’expériences avec des boulets de canon est Marin Mersenne au 
XVIF siècle. 
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PAGE 140 Si on compare la formule du code avec la distance de freinage calculée 
précédemment, D = v5/(2u4g), on constate qu’elle donne le bon comportement en 
v?, ce qui est l’essentiel. Ensuite, le préfacteur numérique vaut 1/(244g) dans un cas, 
et 3,6?/(200) = 0,065 avec la formule du code (en convertissant la vitesse en m.s7!). 
En prenant un coefficient de frottement 4 — 0,9 (typique pour un pneu en caoutchouc 
sur un sol sec), on obtient un préfacteur de 0,057. Ainsi, la formule du code surestime 
légèrement la distance de freinage (de l’ordre de 15 %), mais d’une part c’est une bonne 
chose (mieux vaut prendre de la marge), et d’autre part la formule du code est plus 
simple à retenir et utiliser pour faire un calcul de tête. 


PAGE 188 L'énergie cinétique est prise à l’énergie interne de la voiture (in fine dans 
l’énergie stockée chimiquement dans l’essence). 


Index 
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A 


Abscisse curviligne, 83 

Accélération, 57, 65, 238 
angulaire, 82 
instantanée, 57 
moyenne, 57 

Action, 10, 28 

Algébrique, 44, 53, 58, 158 

Allongement, 113 

Ampère, 10 

Amplitude, 63, 231 

Analyse dimensionnelle, 7, 17, 210 

Angle, 16 

Anharmoniques, 196 

Années-lumière, 14 

Asymptote, 211 

Atwood, 144 

Avogadro, 11 


Balistique (chute libre), 141 
Base, 42 
mobile, 48, 66 
orthonormée, 42, 45 
Bilan de quantité de mouvement, 146 
Bilan des forces, 111, 128, 134 
Bilan d'énergie, 175, 181 


C 


Centre de courbure, 85 
Centre de masse, 93, 94, 102 
Centre de poussée, 107 
Centripète, 80 
Cercle osculateur, 84 
Champ électrique, 35, 102, 222 
Champ gravitationnel, 32, 101 
Champ magnétique, 35, 102, 103, 169, 247 
Changement d'unités, 13 
Charge élémenaire, 10 
Charge électrique, 33, 224 
Charge et décharge d'un condensateur, 225 
Choc, 180 

mou, 185 
Chute libre, 145 
Cible, 181 
Cinématique, 38 
Cinétique chimique, 229 
Circulation, 158 
Coefficient 

de perte, 186 

de restitution, 185 
Coefficients de frottement, 110 


avec liens 


Colatitude, 51 
Collision, 179 
Compacité, 28, 35 
Composante, 50 
Composition des accélérations, 73 
Composition des vitesses, 69, 104, 153 
Concavité, 60 
Condition initiale, 211, 214, 235, 237, 248 
Cône de frottement, 110 
Constante 
cosmologique, 20 
de Boltzman, 11 
de Newton, 28, 30 
de Planck, 10, 28 
fondamentale, 8, 27 
Coordonnée, 42, 44, 50 
cartésienne, 42, 44, 72 
curviligne, 83 
cylindrique, 50, 67, 73, 201 
polaire, 42, 48, 67 
sphérique, 42, 51, 68, 74, 201 
Coulomb, 10 
Courbure, 85 


D 


Datation, 221 
Degré de liberté, 41, 151 
Déplacement élémentaire, 68 
Dérivée, 20, 65, 71 
seconde, 57, 60 
temporelle, 53 
Désintégration radioactive, 36, 219 
Deuxième loi de Newton (2LN), 128, 209, 
222, 233, 247 
Développement de Taylor, 85, 113, 195, 244 
Dilatation thermique, 196 
Dimension, 7, 16 
Dimension indépendante, 18 
Directe, 46, 50 
Dynamique, 90 


E 


Échelle, 11, 13, 15, 25, 30, 39, 108, 112, 127, 
227 

Effusion, 224 

Élastique, 180 

Élongation, 163 

Énergie, 90, 150, 179 
cinétique, 151, 167, 180, 188, 189 
interne U, 188 
mécanique, 175, 190 

Énergie potentielle, 171, 190, 199 
de pesanteur, 173 
élastique, 175 
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électrostatique, 174 
gravitationnelle, 174 
Équation 
aux dimensions, 19, 22 
horaire, 45, 56, 248 
Équation différentielle, 206, 217 
d'ordre 1, 215, 218 
d'ordre 2, 234, 241 
linéaire d'ordre 1,211 
non linéaire, 229 
Équilibre, 132 
instable, 194 
stable, 194 
Espace-temps, 54, 60 
État 
libre, 190 
lié, 190 
Expérience de Millikan, 223 
Extensive, 92 


F 


Fil, 116, 138, 144 
Fonction transcendante, 21 
Force, 19, 30, 90, 97, 129, 192, 234 
à distance, 100 
conservative, 159, 162, 171, 189, 199 
constante, 162, 172 
de contact, 100 
de Coulomb, 34, 98 
de frottement, 26, 108, 112, 159, 164, 222 
de frottement fluide, 209 
de frottement solide, 109, 139 
de Lorentz, 33, 102, 157 
de portance, 109 
de rappel élastique -— loi de Hooke, 113 
de traînée, 109, 229 
extérieure, 95, 99 
gravitationnelle, 101 
intérieure, 99 
non conservative, 178 
Forme canonique, 215, 234 
Formule de Borda, 243 
Frottement, 194 
fluide, 108 
solide, 169 


G 

Galilée, 25, 121 
Gradient, 197, 201 
H 


Homogénéité, 19 
Homogène, 19, 211 
Horloge, 9, 41 


Impulsion, 92 

Inélastique, 180 

Inertie, 95, 119, 127, 234 
Interaction, 30, 172 
Interaction fondamentale, 97 
Isochronisme, 242 


J 
Jerk, 59,111 


K 


Kelvin, 11 
Kilogramme, 10 


L 


Ligne de niveau, 198 
Ligne équi-énergie potentielle, 200 
Linéarité, 98 
Lissajous, 239 
Loi, 22 
d'échelle, 25 
de Coulomb, 139 
de Stokes, 108 
Longueur à vide, 113 


M 


Masse, 30, 35, 91, 92, 95, 131 
Masse volumique, 105, 106, 223 
Mètre, 9 
Modèle 
de Drude, 222 
de Malthus, 227 
de Verhulst, 230 
d'offre et de demande, 228 
de Bertalanffy, 226 
Module de Young, 115 
Molécule diatomique, 244 
Mole, 11 
Moteur, 163 
Mouvement 
circulaire, 76, 82 
circulaire uniforme, 80 
rectiligne harmonique, 62 
rectiligne uniformément accéléré, 62 
rectiligne uniforme, 61 
uniformément accéléré, 75, 141 


N 


Newton, 121 
Non linéaire, 241 
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O 


Ordre de grandeur, 14 
Oscillateur harmonique, 196, 231, 236 


P 


Palan, 138 
Parabole, 75, 142 
Parsec, 13 
Pendule, 22, 241 
de Foucault, 127 
de Newton, 182 
Pente, 54 
Période, 63, 231 
Permittivité du vide, 34 
Perte thermique, 225 
Petite oscillation, 195 
Phase, 231 
Physicien, 2, 5-7, 19, 23, 39, 74, 122, 176, 
181, 198 
Plan incliné, 133 
Planck, 30 
Poids, 101, 102, 163 
effectif, 106 
Point 
d'application, 97, 102, 107 
d'inflexion, 72 
matériel, 38 
de contact, 78 
Portrait de phase, 241 
Position, 239 
d'équilibre, 244 
Position d'équilibre, 191, 193 
Potentiel électrostatique, 174 
Poulie, 117, 138, 144 
Poussée d'Archimède, 105, 107, 213, 223, 
245 
Première loi de Newton (1LN), 121 
Pression, 24, 225 
Principe 
d'inertie, 121 
de Curie, 137 
de Mach, 127 
de relativité, 98, 103, 108 
des actions réciproques, 31, 100, 135 
fondamental de la dynamique, 128 
Produit 
scalaire, 47 
vectoriel, 34, 46, 48 
Puissance, 157, 166 
Pulsation, 63, 231 


Q 


Quadrature de phase, 63 
Quantité de mouvement, 91, 94, 123, 129, 
136, 152 
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Raideur, 113 


Rayon de courbure, 84, 85 
Référence d'énergie potentielle, 172 
Référentiel, 41 


du centre de masse, 153, 185, 188 
galiléen, 126 

géocentrique, 127 

héliocentrique, 127 

non galiléen, 134 

terrestre, 127 


Régime permanent et transitoire, 212, 216 
Règle de Leibniz, 54 

Relativiste, 28, 40, 57, 70, 92, 154 
Relativité du mouvement, 43 

Repère, 41, 42 


de Frenet, 83, 164 
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